
تعلُّم  فرص  وتؤمّن  يوميةّ،  حياتيةّ  مواقف  ياضياّت  الرِّ سلسلة  تطرح 

كثيرة. فهي تعزّز المهارات الأساسيةّ، والحسّ العدديّ، وحلّ المسائل، 

الشّفهيّ  التعّبير  مهارتيَِ  وتنميّ  والهندسة،  الجبر،  لدراسة  والجهوزيةّ 

الموادّ  مع  تتكامل  وهي  ياضيَّات.  الرِّ في  التفكير  ومهارات  والكتابيّ 

الدراسيةّ الأخرى فتكون جزءًا من ثقافة شاملة متماسكة تحفزّ الطلاّب 

على اختلاف قدراتهم وتشجّعهم على حبّ المعرفة.

تتكوّن السلسلة من:
كتاب الطالب  

كتاب المعلمّ   

كرّاسة التمارين  

كرّاسة التمارين مع الإجابات  

وزارة التربية

á«fÉãdG á©Ñ£dG

12 »HOCG öûY ÊÉãdG q∞°üdG

∫ qhC’G »°SGQódG π°üØdG
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أمجاد الكويت

تم تحميل ورفع المادة على منصة

للعودة الى الموقع اكتب في بحث جوجل

الامجاد التعليمي

انظم الى قناة التلجرام

https://t.me/kuwait_amgaad
https://kuwait.al-amgaad.com/


∫hC’G »°SGQódG π°üØdG
»HOCG öûY ÊÉãdG q∞°üdG

اللجنة الإشرافية لدراسة ومواءمة سلسلة كتب الرياضيات

ا) أ. حسين علي عبداالله (رئيسً

أ. فتحية محمود أبو زورأ. حصة يونس محمد علي

الثانية الطبعة

هـ ١٤٣٧ - ١٤٣٨
م ٢٠١٦ - ٢٠١٧

وزارة التربية

الطبعة الثانية



٢٠١٣م إديوكيشن  دار التَّربَويّون House of Education ش.م.م. وبيرسون 

تاب أو تَصويره أو تَخزينه أو تَسجيله  زء من هذا الكِ ر أيّ جُ ميع الحقوق مَحفوظة: لا يَجوز نشْ © جَ
ر. نَ النّاشِ يَّة مِ ة خطّ وَافقَ بأيّ وَسيلَة دُون مُ

٢٠١٤م الأولى الطبعة

٢٠١٦م الثانية الطبعة

فريق عمل دراسة ومواءمة كتب الرياضيات للصف الثاني عشر أدبي

ا) أ. فتحي محمد عبد الفتاح (رئيسً

          أ. سعيد أحمد علي خلف         أ. محمود عبد الغني محمد

          أ. عيدة خلف عواد الشمري        أ. يسرى شملان أحمد البحر

أ. هنادي حباس غنيم اول

الطبعة الثانية :   ٢٠٢٣م
              ۲۰۲٤ م 
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Estimation and Hypotheses Testing  
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Estimation and Hypotheses Testing
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Point Estimate  ����� �������     ( -١-١)
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 ,μ ������� ������� F������ �M��� ������ ������ � ��������� ������ ������� F������ �����
�σ ������� �������� ������� �M��� ������ ������ u ������ �������� ������� �����
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°����� = μ �� ��������
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 ������� ����M�� ������� �����
Curve of Standard Normal Distribution  

� = σ �������� �������� ��� = μ ����M�� ������� ������� F������ ��� ���
��������� ����M�� �������� ����M�� ������� ����

��������� ����M�� ������� ����� ���� ����� ������� �����
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 ��� ���� �������� ����M�� �������
 ����� ������� ������ ���� ��� �������

 ������ �� � ���� �� ��� ������ ������ ��
� α − �

�  ����� ����� �� ����� ��� �α − �� ������� ���� ������ ������ �� ����  
 ���� �� �������� ������� ���I ��� ����� α �� ������ ������� �� �������� ������� ����  

� α
�  �����

•   ���� α�  ��� ,α − �
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 − = α� − ������� α − �
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  = α�  ������ ������� ����� �� ���� 
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�  ������ ����� ��M�� ��� �� α�  �����
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•  ��Critical Value� ����� ������� α�  ������ ������ ����

:������� ����M�� ������� ���� �� ����� ������ ����

α − �
�

α − �
�

α
�

− α
�

� = 

α
�

α
�

 ��� ������� �������� α�  ���� �����
 ��� ��� ���� α − �

�  ������� ���� �������
 α�  , �  ������ �� �� ����� ����� α�  ����
 ����� �� ������ ������ �� ���� ���� ��
 �� �������  ��� ���� ������ ��� ������

� α�  ���� ����� ���� ���� ,  ���� ����� �� ������ ���� ���� ����� ������ ���� ���� ���
��

Confidence Interval Estimation     ( - - )
 ����� ������ ,σ �������� �������� μ ������� F������ ���� ����� ����� ��� �� ��� ��� �����
 ����� ���� �� ������� ����� ���� �M��� ������� �� ������ �������� ���� �M��� ������� �����
 ����� �� ���� ����� �� ����� ���� �M��� ������� �� �M��� ������ ��� �������� ������ �� ������
 ������ ��� ��� �� ����� ������� �� ����� ����� ������ ������� ����� ��� �� ����� ����� ���� �����

������ ���� ����
Confidence Interval   

����� ���� :�����
������� ���� ���� ������ ������ �������� ��� ��� ��� �������� ������ �����I ��� ��

 ����� ����� ��� ��� ����� ,����� ����� ���� ����� ����� ������� ����� ���� ���� ������ ����
%� ���� ������� �� �M��� ���� ��� %��

 �M��� ���� �� α� ����� ����� ����� �� �α − �� ��� �α − �� %��� ������ ����� ������ ����
�������� ��

:������ ���� ����
•  ���� = α ������� ����� ��� %�� ����� ����� ��� ���
•  ���� = α ������� ����� ��� %�� ����� ����� ��� ����
•  ���� = α ������� ����� ��� %�� ����� ����� ��� ��� � ����

 ��� ����� ������� ���� ��� � ������� ����� �� %�� ����� ����� ����� ,������ �������� ��� ���
 ������ ����� ��� �� ������� ������ ����� ���� ��I ��� �� ������� �����

Curve of Normal Distribution  ����M�� ������� �����
:��� �� ����M�� ������� ���� �� ������ ,����M�� ������� ����� ���� ��� ��� ���� ������

•  

�  ∞μ = �∞−  �

 ������� = F����� = ����� F�����
•   ����� ����� ��� �� ������ ���� ���� 

��μ = �� ���� ��� �����
•  ∞−  ���  ∞+  ��  ����I  ��  ������  ���� 

������� ����� �M�� ��
•   ������ ������ ����� ������ �� ������ 

������� �����
 ����� �� ����� ��������� ����M�� ��� ������� ��� ������� ���� μ = � ������ ��������  

������ �� ��� ����� ���� ��� ����� ��

 ��� ����� ��� ���� �� ����� ��� � ����� �����
 ���� ���� ������� ������ ������ ������ ��� �����

�������
:����� ��� ��� ���� ���� ����� �� ���

 ,������� ������� ,����� F����� ,����� ������
������� �� ������� �M�� ����

 ����� ������ ���� ��M�� ��� �� � ������ �� ���
������� ����M�� ������� ���� ��������

��� ����� �
 ����� ������� ����� ������ ���� ������ �� � ���� ��

������� ������ ���M��� �����
 ���� �� ����� ������ ���� ��M�� ����� ����� F��

 ������ ��� ����� � ������� ������� ����M�� �������
���%�� ,%�� ,%�� ���

 ,������� �������� ,����� F����� ������ ���
 �� ���� ����� ��� ���� �M�� ����� ,����� �������

 ��I ������ ����� �� + � , �� − � ������� �� �����
������ ���

 ���� �� , α
�

  ����� ������ ������� ��� �� �������
������� σ ���� � ���� ����M�� �������

��� ����� �
 ����� ������ ������ ������ ���M�� ����� ��� ����

 ���� �������� ���� %�� ��� ����� ������� α�������� ���� � ������ ������� ����M�� �������
 ����� ��� ����� ��� �� ������ ���� �� ��M�� ����

������ ������ ������
��� ,��� ������ �

 σ ���� ��� �M�� ���� ���� ��� �������� ������
����� ��� ���� ��� �� ������� �� �� ������

������ ��� ���� ���� ��� + � , �� − ��



��

Confidence Interval         
Estimation for the Mean Value  of Statistical Population  

����� �σ ������� ������� ��� ��� : �� ���

 ����� ���� ����� ��� ����� �σ ������� ��σ ,μ�U ����I ����� �� � ����� ������� ���� ���� ���
��� + �  ,  �� − ��  :�� μ ������� F������ �α − �� %���

��M��� ���� �� ,������ ������� F������ � ���
������ ��� ��I �� + �   ,   �� − � �������� �����

 ������ ������� ����� %�� ����� ������ ������ �α − �� %��� ����� ��� ���� ��� :�����
��������� ����M�� ������� ���� ��� ���� = α�  �����

����� ��� ����
 ����� ���� ��� ����� ���� ���� ����� ��� ����� �� ������� ������ ������� ����� ������ ���

��μ� ������� ������� F������ �������� ������ ���� ��� ����� ����� �� %�� �� �����
 ����� ����� ����� � ���� ��� �� ��� ��� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ������ ��� �����

������� � ����� �� �������� μ ���� ���� �� �� �����

μ ����� F������ ����� ��� ���� ������ ���M��
�� ≥ �   ��   �� < � ��� ������ �σ ���� ���

����� ��� %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����  �
σ

�F × α�  = �� �M��� ���� ����  �
���� + �  ,  �� − �� ����� ���� ����  �

��

Margin of Error   

Point Estimation Error  �M��� �������� �M�� : �� ���
 ������� F������ �M��� ������ � ������ ������� F������ ������� ���� ��� ��� ���� �����

�μ �������
�μ ������� ������� F������ ����� ������ ��� � ������ ������� F������ ���� ���� �� ������� ���

�������� �M���� ��������� �������� ��� ����� ���M��� ������ ����
�������� ��� ��� ������ ��� ��� � ,������� �������� ������� σ ��� σ

�F ������

Interval Estimation Error  ���� �������� �M�� :������
 ���� ,μ ������ ������� F������ ������ ���� ������ ������ ����� �������� �M��� ����� ����
 ������� F������� ,� ������ ������� F������ ��� ����� ���M��� ������ �� ������� �� �M���

: �� �M��� ���� ����� μ �������
�������� �� �M��� ���� �� ���� α ��� ,�α − �� ������� σ

�F × α�  = ��
:��������� ����� �� ��� ���� �� ��� �M��� ���� ���� ����

�� > |μ − �|  
�� > |� − μ|  :�� ��

�� > � − μ > �� −  
�� + � > μ >�� − �  

 ��� + �  ,  �� − �� �� ����� ���� ���� �����

�� + ��� − �

α − �

��

��� ����� �
 �� �σ ������� ��� ��� ����� ��� ���� ����� ����� ��� � ����
 ����M�� ������� ����� ������� �� < � ������ ���� �����

��M�� ���� ���� ����� u ������ ������� ��������
��� ����� �

 ,�� > �� = � ������ ��� �� �� ��M�� ������ ����� ��
 �� ��� ����� �� ������� ������� �σ ������� ���
 � ������� ���� �������� ���� ����� ����� ����

 �� ������� � ��M�� ���� � α
�

 � ����� ������ �����
������ ������ ���� ������ � ������� ����

��� ,��� ������ �
 ���� ���� �M�� ���� ���� ��� ������ ���� ����

 �� ≥ � ������ ��� ��� ��� ������ ����� ����� ���
�%�� ��� ����� ������� �� ����� �� < � �� �� �����
 ���� � � ������� ���� ������� �� ��M�� ������ ����

 ������� �� − �� ����� ���� ���� ��� �� �� �� ≥ �
� α

�
 � �����

��������� ����M�� ������� ���� �������� %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����
:���

%�� �� ����� �����  
���� = α − �  

����� = α������ = α�

���� = α����� − = α� − � = 

%�� :����� �����

����������
 ����� = ����

�  = α − �
�   

 ������� ����M�� ������� ���� � ����
 ������ ����� �������  ���� ��

���� = ������  = α�  ����

 ����M�� ������� ���� �������� %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����  �
���������

��������� ����M�� ������� ���� �������� %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����
:���

%�� �� ����� �����  
���� = α − �  
����

�  = α − �
�   

���� =   
������  ,  ������ ������� �� ��� ������ ������ ������ �� ����� � ����

����  ,  ���� �� ��� α�  �� ��
α�

 ����� ������ ����  ,  ���� ������� ����� F����� ���� ���
����

�  = ���� + ����
�  = α�   
����� = α�   

 ����M�� ������� ���� �������� ,%�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����  �
���������

��



��

 �TABLETS� ������ ������ ������� ����� ��� F���� ��� �����I �� �� ����� ����� �����
 �������� ,�� = � ������ ������� F������� ��� = σ �������� ������� ��� ���� ���������

%�� ��� �����
 ��M��� ���� ����  �

�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �
������ ���� � ���  �

:���
���� = α�   ����� ������    %�� ����� �����   �  
σ

�F × α�  = �� �M�� ����      ������  σ   
�� = �   ,   ��� = σ   ,   �� = �   

���
��F × ���� = ��   

������ ≈ ��  
��� + �   ,  �� − �� �� ����� ����  �  

������� + �� ,  ������ − ��� =   
��������  ,  �������� =   

���� ���� ����� ��� = �� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ������ ���  �  
 �������  F������  ��������  ������  ���� ����  �� ��  � �����  �����  ���� ��� �����

�μ �������

 ���� ��������� ��������� ������ ����� ��� F���� ��� �����I �� �� ����� ����� �����  �
 ����� �������� ,�� = � ������ ������� F������� ��� = σ �������� ������� ���

%�� ���
��M��� ���� ����  �  

�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �  
������ ���� � ���  �  

��

 

 ����� ����� ���� ��� ����� �� ����� ����� �����
 �������� �������� �� = � ����� ���� ��� ��� ����
 ������ ������� F������� ���� = σ ����� ������

�%�� ��� ����� �������� ����� = �
��M��� ���� ����  �

�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �
������ ���� � ���  �

:���
���� = α�   ����� ������   %�� ����� �����   �

σ
�F × α�  = �� �M�� ����     ������ σ �� ��  

���� = �   ,   ���� = σ   ,   �� = �   
 ����
��F  × ���� = ��    

������ ≈ ��   
��� + � , �� − �� �� ����� ����  �

������� + ����  ,  ������ − ����� =   
��������  ,  �������� =   

 ��� ����� ���� ���� ����� ��� = �� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ������ ���  �
�μ ������� ������� F������ �������� ������ ���� ���� �� �� � ����� ����� ����

 �������� ��� ����� ����� �� ���� ���� ��� ������� ����� ��� ,��� ������ ��  �
 �������� ���� = � ������ ������� F������� ��� = σ  ����� ������ ��������

%�� ��� �����
��M��� ���� ����  �  

�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �  
������ ���� � ���  �  

��

F����  ٦
 �� ������ ��M�� ���� ,��� ,��� ,��� ������ ����

������� ����� � ������� ������� �����
�������� ������ ��M��  ٧

 ,����M�� ������� ���� ������� � ��M�� �M� ��
 ����� ��M�� ��� ,����� ����� ���� � ������� �����

������� ��� �M��� ����
�������  ٨

����� � ��M�� ��� ������ � ��� ���� ��
 �������� ��� �� ����� ��� ����� ��� �� �����

������ ���� ���M��

��� ������
 � ���� �� ����� ��� ��� �� ����� �����  �

 ������� ����� � ����� � �� ����� ������
 ����� ������ ���� �M��� ������� ����

��������
����� � = � = μ  

 ������� ������� %�� ��� �������� ��� ����  �

 ��� ���� �� ���� ,�� = � :����� ��� ��� μ
�� ���� ,�� �������� ,μ ����� F�����

��� = �
������� ,������� :����� ���  



��

α
�

α
�

���� = �

����
α
�  − �

 �� ����� ���� �� ����� ������ ����

•   ����� ��� � ����� ���� �� ����� ������ ���� 
����� �� − �� ����� ����� ��� ���� ������

 ���� α
�  ��� ����� ���� ����� ����� �� ��� � ��

� α�  − �� = α� � ����� ����

�����I ����� �� �� = � ����� �M��� ������� ���� ����
�� ������� ���� �������� %�� ����� ������ �������� α� � ������ ������ ����

:���
�� = �  

� − �� = �� − �� ����� �����  
�� =  

%�� �� ����� �����  
���� = α − �  

���� = α  
����� = α�  

� ������� ���� ���
����� = ������ = α� � ���� ����

�����I ����� �� �� = � ����� �M��� ������� ���� ����  �
�� ������� ���� �������� %�� ����� ������ �������� α� � ������ ������ ����  

��

�� < � ������ ���� ����� �� �σ ������� ������� ��� ��� :������

μ ����� F������ ����� ��� ���� ������ ���M��
�� < � ��� ������ ��� �σ ���� ���

���� ��� %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������ ����  �
u

�F × α�  = �� �M��� ���� ����  �
���� + �  ,  �� − �� ����� ���� ����  �

 ����� �������� ,�� �������� �� ������ ������� F������ ��� ���� , �� ����� ������� ����
%�� ���

��M��� ���� ����  �
�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �

������ ���� � ���  �
:���

���� = α�   ����� ������   %�� ����� �����   �  
u

�F × α�  = �� �M�� ����    �� < �  ,  ����� �� σ   
�� = �u �������   

� = u ������� �������   
�� = �  ,  �� = �   

�
��F × ���� = ��   

������ ≈   
��� + �   ,  �� − �� �� ����� ����  �  

������� + �� ,  ������ − ��� =   
��������  ,  �������� =   

���� ���� ����� ��� = �� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ������ ���  �  
�������  F������  ��������  ������  ���� ����  �� ��  � �����  �����  ���� ��� �����

�μ �������
��

 ,�� = � ������� ��M����� �� = � ����� ����I ����� �� ������� ���� ����  �
%�� ��� ����� �������� ,� = u �������� ���������

��M��� ���� ����  �  
�μ ������� ������� ������� F������ ����� ���� ����  �  

������ ���� � ���  �  

��� ≥ � ������ ���� ����� �� �σ ������� ������� ��� ��� :������

 ��� �� ≥ � ������ ���� ����� ��� �σ ������ ����I ����� �� � ����� ������� ���� ���� ���
 � ����� �� ��� ����� ������� ������ ������ ��� ��� ����M�� ������� ��� ���� � ������ �����
�� μ ������� F������ �α − �� %��� ����� ���� ����� ����� �� ≥ � ����� ���� ������� �������

��M��� ���� �� ,������ ������� F������ � ��� ��� + � , �� − ��

Properties of t Distribution  � ������� ����

 ���� ������ ��� �� ∞ ��� ����� ,� ���� ����� ����� ������� �M���� ��� ������ �����  �
�������� �� ����� �� � ���� ������ ������ ��� �� ∞−

��� = �

����

 ������� �� ���� �������� �������  �

 ����� ����� ����� ����� ��� ������� ��� �����  �
��� − �� �� �� − ������ ����

�����M�� ������� �� � ������� ���� ���� �� ��� ����M�� ������� ���� � �������  �

 ��� �������� ������� ������ ����M�� ������� �� ������� ��� ����� ������ ����� ���� ����  �
������� ������

��

����� ������  ٩
�������� ���� �����

•  ���� �M�� ���� �� ������ ��� ������� ���� � ,��
������� ����� ���� �� ������� ���� ������ ���

•  �� ���� �� ���� ������ �� ������ ���� �� ����� ����
����� ���
��� �� �����

�μ ����� F������ �M��� ����� �� ���� = �  ١
���� = α

�
  ٢

����� = ���� + ����
�  = α

�
  ٣

������ = ��  ���  ٤
�������� ,�������� :����� ���  ���  

 ���� ���� ��� ������� ���� ��� ������ ���  ���  
 ����� ��� ����� ��� ���� ����� ���� = ��

 ������� ������ ��� ��� �� �� � ����� �����
������� ������� μ ����� F������



��

:������ ������ �� ��� ������� ����� ������ ����� �����
 �σ� �������� ���������� ������ ��� ���� �M��� ������� + � , �� − �� ����� ����

�����
 �� < �

�� ≥ � ��
σ

�F × α�  = ��� σ
�F × α�  + � , σ

�F × α�  − ��

����� ���
�u �� σ �������

�� < �u
�F × α�  = ��� u�F × α�  + � , u�F × α�  − ��

�� ≥ � u
�F × α� � = ��� u�F × α� � + � , u�F × α� � − ��

 
 �� ����� �u� ������ �������� ������� ��� ���� ,�� = � ����� ������� ���� ����

:����� %�� ��� ����� ������ , �� ����� ��� ������� ��M�����
��M��� ����  �

�μ ������� ������� ������� F������ ����� ����  �
:���

�� ≤ � ,����� ��� �σ   �  
����� = %�� ��� ������ �������� α�  ������ ������    

�� = �  ,�� = u    
u
�F × α�  = ��    

��
��F × ���� = ��   

������ ≈   
��� + � , �� − �� = ����� ����  �  

������� + �� , ������ − ��� =   
�������� , �������� =   

��� �� �� = ����� F���� ��� ���� ������ ������ ���� �� �� ������� ���� ����  �
:����� %�� ��� ����� ������ ,�� ��� ������ �������� �������� ���

��M��� ����  �  
�μ ������� ������� ������� F������ ����� ����  �  

��

 �u� ������ �������� ������� ��� ���� ,�� = � ����� ����I ����� �� ������� ���� ����
:����� %�� ��� ����� ������ ,�� ����� ��� ������� ��M����� �� �����

��M��� ����  �
�μ ������� ������� ������� F������ ����� ����  �

:���
�� ≥ � , ����� �� �σ   �  

�� ����� ������   

�� = �   
�� = � − �� = �� − �� ����� �����   

%�� = α − � ����� �����   
����� = α    ���� = α − �   

����� = α
�     

����� = ������ = α� � ���� ���� � ����� ���� ��  
u
�F × α� � = �� �M��� ����  

��
��F × ����� = ��   

����� =   
��� + � , �� − �� = ����� ����  �  

������ + �� , ����� − ��� =   
������� , ������� =   

 �� ���� ������ �� � ���� μ ������� ������� ������� F������ %�� ��� ���� ����  �
�����I �����

�� = �  ,  ��� = u  ,  ��� = � ����� ��� ���  

��

������ ����� �� �M��� ���� ���� �� ������ , α�
� ������ ����� ���� ��� ����� �� ��� ,����

��� ≥ � ,����� ��� �σ ���� ��� μ ������� ������� ������� F������ �M��� ����

Margin of Error for Mean Value of Statistical Population
Where σ2 is not known and n ≥ 30

������ ������� ������� u ���  u�F × α�
� = ��

��� ≥ � ,����� ��� �σ ���� ��� μ ������� ������� ������� F������ ����� ����
Confidence Interval for Mean Value of Statistical  
Population where σ2 is not known and n ≤ 30  

��� + �   , �� − ��

μ ����� F������ ����� ��� ���� ������ ���M��
�� ≥ � ,������ ��� �σ ���� ���

��� − �� ������ ����� ����  �
�� ����� ���� �� %�� ��� ����� �������� α�� ������ ������ ����  �

u
�F × α�� = �� �M��� ���� ����  �

���� + � , �� − �� ����� ���� ����  �

��

������ ≈ ��  ���  ٥
��������  ,  �������� :����� ���  ���  

 ���� ���� ��� ������� ���� ��� ������ ���  ���  
 ����� ��� ����� ��� ���� ����� ��� = ��

 ������� ������ ��� ��� �� �� � ����� �����
�������� ������� μ ����� F������

���� = ��  ���  ٦
������ , ������ :����� ���  ���  

 ���� ���� ��� ������� ���� ��� ������ ���  ���  
 ����� ��� ����� ��� ���� ����� ��� = ��

 ������� ������ ��� ��� �� �� � ����� �����
�������� ������� μ ����� F������

����� = α
�

 �  ٧
���� ≈ ��  ���  ٨

�����  ,  ����� :����� ���  ���  
������ ≈ ��  ���  ٩

��������  ,  �������� :����� ���  ���  



Null and Alternative Hypotheses  ������ ������ ����� ���
•   ������� ���� ����� �μ ����� F ������ ���� ������ ����� ���� ���� ���� :���� ����� ��� 

�� ��� ��� �� ���� ���� �� � ������ ���� ����� ���� �� ����� ����� ��� ����
•  ����� ����� ��� �� �� � ���� ���� ���� ������� ��� ���� :���� ������ �����
•  � ≠ �� < �� > :������ ��� ��� ������ ����� ������ ����� ���

���� ≠ μ : ��  ,  ���� = μ : �� : ����� ��≠� ������ ��� ������� �������  
:�������� ������ ������ ����� ������ ���M��

���� ������ ������ �� ����� ���� �������� ������ �����  �
 ��� ��� ������ ��� ������ ������ ��� ��� ������ σ ������� �������� ������� �� ������  �

:������� ������� � �������� ,�� �� � ������� ������� ������� ����� ��

�σ� �������� ��������� �� � ������� ���������� ������ ���

�����σ
�F

μ − �  = ������ ���� ��� U���� �

 ����� ���
�u �� σ �������

u
�F

μ − �  = �� < �

u
�F

μ − �  = ��� ≥ �

 �������� ����M�� ������� ���� �� α�  �������� ������ ����� α �������� ����� �����  �
����� ����� �� � ���� �� α� � �������� ������ ��

������� � ���� �� ��� nα� � , α� �−n �� nα�  , α� −n :������ ��M�� �����  �
�������� ����� ����� ����� ��� ���� �� ������ ��� ����� ������� ������ �����  �

%�� ��� ����� ��� ������� ������ :�����

α
�

α
�

−

α − �

 ��M��
������

α
�

�α
�

�−

α − �
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������
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 ������� ���� ����
 �� ������ ��� � ���� �������� �� ������ � ���� ���� ����

 ����� ��� ������ �����
 F������ ���� ���� ���� ��� ����� ���� ��� ��� ����

,� ����� ����� ��� ���� ������ ��� ����� �������
?����� ��� ���� ���� ������ ��� ��� ����� ���� ���

?����� ��� ������ �� ��

 ������� ��� ���� ���� ����� ��� ����� ����� ����� ��� ������ �� ���� �� ��� ���� ���
 ������� ������ ���� �� ����� ��� ������� ��� ���� ,������ ��� ������ ������� �����

��������� ������ ���������
Statistic Hypothesis  ������� ����� :�����
F�����  ���  ������  ����  ��  �����  ���  ������  ������  ��  ����  ����  �����  ��

�σ ������� ������� �� μ �����

������� ������ : �����
������ U�� �� ������ �� ����� ����� ���� ��

�������� ������� �������� ������ �������� :�����
������� ���� �� ����� ��� �� ����� ������ ������� ����I ��

�μ ������� F������ ��� ������� ����� �� ����� ����� ������ ������� ��� �� ������ :�����
������ ��� �� ��� ��M�� ���� ��M�� ��� �� �������� ���� ���� ������ �� ������ ��� ����

:������ ���� ���
   ���I �� ���� ���� ������� ���� ��� �� ���� � ����� ���� �� ��� :����� ����� � 

�������� �����
  ����  ���� ����  ��  ��� ����� ���� F �����  ���  ��M��  � ������  �� ���  :�M��  �

�������� °��
   ��� ������ ��� F���� �� ������ � ���� ���M�� ����� �� ��� : ����� ���M�� ���� � 

���� �� ������� ��� ���� ��� ������ ����� � ����� �������

�������� ������ ��������
Satistical Hypotheses Testing
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������ ١
 • ���� ,������� ����� ,����� ������ ����

������
 •������� ������ ����� ��� ���
 •������ �� ������� ������� �������� ����

������ �������� �������  ٢
 − ������� ������ − ������� ����� − �����

 ����� − ����� ��� − �������� ������ ��������
�������

�������� ������  ٣
��Data Show� U���� ���� − ����� − ����� ���

�������  ٤
:������� ������ �� ������ ��M�� �� ��I�
:����� ������� α

�
  ����� ������ ��  � � �

?%�� ,%�� ,%��  
?������� ������ ����� ����� �� ����� ��  ���

 ������� ������ ���� ?� ������� ������ ���  ����
?����M��

?������ ����� �� ��  � � �
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 ������ �� ��� � ��� = μ  ����� F���� ��� ������ ���� ���� ��� �� ������� �����
 ����� �������� �� ����� ���� ������ ������ �� ��������� ����� ���� ��� = σ ������
 ���� F���� �� ������ � ���� �� �� ���� ������ ��� ��� ��� � ������� , ����� ��� ���� ���

 ���� � ��� ����� ����� ���
?���� = α ������ ������ ����� ��� ��� ���� ���� ��

:���
:������ �����  �

� ��� ≠ μ : ��   �����   � ��� = μ : ��  
�������� ��� = σ   �

σ
�F

μ − �  =  :  ������� ������� ������   

� ��� = � ,  �� = �   

σ
�F

μ − �  =   

������ ≈ � ��� − � ���
���
��F

 = 

����� = α
�      ���� = α   �

���� = α�    

 ����� ,����−� �� ������ ��M��  �
����� ,����−�  ������   �

� ��� = μ ����� ��� ����� ������   

�� ������� ��� �� ����� ��������� � ������ ��� �� ����� ����� F����  �
����� F���� �� ������ ���� ���� ����� ��� = σ ������ ������� ���� � ��� = �  

����� � ��� = μ  
������ ����� ������� ���� � ��� ≠ μ ����� ����� ���� � ��� = μ ����� �����  

���� = α  
��

����� σ ������ �������� ������� ��� ���  ( -�-�)

��  ����  ����  ���  ������  �����  �  ���  �����  �������  �����  F����  ��  ����  ����
 ������� �� ���� ���� ������� � ������ � ��� �� ������ ����� F���� �� ���� ,� ����� ��
�%�� ��� ������ ������� ������� ����� ����� � ��� ,� ������ ��� = σ ������� ��������

:���
������ �����  �

� ��� ≠ μ : ��  �����  � ��� = μ : ��   
�������� ��� = σ   �

σ
�F

μ − �  =  :  ������� ������ ������   

� ��� = �  ,  �� = �   

����� = α������ = α�

���� = α����� − = α� − � = 

%�� :����� �����

������ ��M��
����������

 σ
�F

μ − �  =        

�− = � ��� − � ������
��F

 =  

%�� ����� �����   �
����� = α�     ���� = α    

���� = α�     
����� , ����−� �� ������ ��M��  �

����� , ����−�  �−   �
� ��� ≠ μ ������ ����� ����� � ��� = μ ����� ��� ���� :������    

��� �� ��� = μ ������ ���� ����I�� ��� F���� �� ����I� ���� ����  �
��� �� ��� = � ����� ��M���� �� ������ � ���I� �� �� ������� ���� ���� ���   

 �� ���� = ������� ������� ������� �� ���� ���   
�%�� ��� ����� ������� ������� ����� ����� � ����   

��

�������  ٥
 ����� ���� ��� ����� ���M�� ������ ����� ��� �

��� ����� ����� ������� ����� ��� �� ������� ��������
 ���� �� ������ �� ����� ,������ � ��� ����� ����
 ������� ��� ������� ������ �������� �� ������ ���

:������� ���M� � ���� ������ �����
�������� �� , �� ������ ��� −

��������� �������� � ��  ������ ������ −
�������� ����� ���� −

����� ��� ���  : ���� ���� −
����� ��� ����  

��� ����� �
  ������ ������� ���� ��� ���M�� ���� ����� ��� �
 ������ σ ������� ������� ����� ���� � ������ ��

 ������� ����� �� ������ α
�

  �������� ������ ��� ,�
������� ����� � �� ������� ����M��

 ��M��� ������ ���� ��� �� ������� ���� �� ��M�� � ���
������� ������ �� ����� ��

��������F = ������� ������� ��� ��� ���
��� ,��� ,��� ������ �

������� ����� �� ����� ��� ���� �� ������ ��� �����
 �� � ��� ��������� ������ ���M�� ���� ��M�� ���M�

 ������ � ������� ����� �� ����� �� ������� ���� ��
 ������� ������� ������ ��� �� �� ����� � ��� ��� ,�����

 �� ����  �� � ������ ��� ,����� �������� ������
 �� ���� ������ ����� F����� ���� ����� ,����� ����

������ ����
 � ���� ���� �� ���� �������� ������ ����� �� �� � ���

 ��� ��� �� ����� ��� ��� :��� ���� �� ,��I
������ ���

 � ������� ������ ������� ���� �� ��M�� ����
 �������� �� > �� = � ������ ��� �� ��� ����� �

������ �� ������� ������� σ �������



��

�� ≥ � � ����� ��� σ ������� �������� ������� ��� ���  (��-�-�)

 F���� �� ������� ������ ���� ���� �����
�����  �����  ��  ���M��  ���  ������  ������

 �������� � ������ ��� ����� �����
 �� ����� ����� �� �� ������� ���� ���� ����
 ��������� � ������ ��� = � ������� ��M����

�� ������ �� = u ��������
?������ �� ������ ������ ��� ��� ������� ���� ���

��������I � ������ ���� ������� ��� � ����� % �� ��� ����� ������
:���

��� ≠ μ : �� �����  ��� = μ : �� :������ �����  �
��� ≥ �� �� = � , ������ �� σ   �

u
�F

μ − �  = � : � ������� ������� ������   
�� = u  ,  ��� = �  , �� = �   

u
�F

μ − �   = �   

������− = ��� − ���
��

��F
 = �  

� = � − �� = �� − �� ����� �����  , %�� ����� �����    �
����� = α

�     ���� = α    
����� =  α� �    

������  ,  �����−� �� ������ ��M��  �
������  ,  �����−�  ������ −    �

��� = μ ����� ��� ����� ������    
������� ��� ��� ������� ����    

�� ����� �� ������ ����� ������� ��� ���� ������� ����� ����� ��� ,��� ������ ��  �
������ ����� ���� ������� �� ����� �� �� ����� � = u , ��� = �

������� � ��� ?� �� � ����� ������ ��� ������ ������ ���� ���  
��

�� < � ������ ��� σ ������ �������� ������� ��� ���  (�-�-�)

���� = u  ,  ���� = �  ,  �� = � ���� ���
���� = α ������ ����� ��� �� = μ ��� ����� �����

:���
������ �����  �

�� ≠ μ : ��    �����    �� = μ : ��   
�� < � , ������ ��  σ   �

u
�F

μ − �  =  :  ������� ������ ������   

���� = u   ,   ���� = �   ,   �� = �   

u
�F

μ − �  =    

����� = �� − ����
����
��F

 =   

����� = α
�     ���� = α   �

���� = α�     
����� , ����−� �� ������ ��M��  �

����� , ����−� �����   �
�� = μ ����� ��� ����� ������   

 ���� � ��� = � ������� ��� �� ����� ������� ����� ��� �� ����� ����� F����  �
����� F���� ��� ������ ���� ���� ����� ��� = u ������ �������

������� �� ������� �������� ���� � ��� = μ  
 ����� �������� ���� � ��� ≠ μ ����� ����� ���� � ��� = μ ����� ��� �����  

���� = α ������
��� ��� ≠ μ :�� , � ��� = μ :�� :�������  

��

F����  ٦
 ���� �� ������ ���M�� ���� ,��−�� ������
 ������ � �������� ������ �������� �������

��������
�������� ������ ��M��  ٧

 ���� � ��M�� ���� ��� ���� � ��� ������� ��M��� ��
������ ��� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� �� ������
 ������ ��� �� ����� ������� ���� �� ��M�� � ���

 ����M�� � ����� ����� ������� ������ ���� �� �������
��������� �� ������ ����� ���M�� ���� �

�������  ٨
 ������ ,��� �� ����� ����� � ��M�� ��� ����

 ������ ��������� ����� ���M�� ������ � ��� ��
��������� ������� �� ������

��� ������
���� = μ , �� = �σ , �� = � , ��� = � :�����

?  ���� �� �

��� =  ���� − ��
�

���F
 =  μ − �

σ
�F

 =  

 ������ ,����� ��� �� ,%�� ��� �����  �
������� ������ ���� ,������

���� ≠ μ : ��  �����  ���� = μ : ��  
����� �� ��� � ���� ���� = α

�
  

����� ,����−�  
μ = ���� , ����� ��� ���� � ���  

���� ≠ μ ������ ����� �����  
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 ,  = u     =     =     (�)
   

.    ( � )  

.�        (�)  

 �������� ������ � ��������

    =       =      (١)
     = � 

.    ( � )  

.�        (�)  

.    (��)  
   ,  =     = �     =      (٢)

:   
.   ( � )  

.�       (�)  

   ,  =       =      (٣)
    ,  = u

.    ( � )  

.�        (�)  

.    (��)  
   .                (٤)
  . ,  = u   ,  =       =   

:    
.   ( � )  

.�       (�)  

     .             (�)
. ,  = u    ,  =         

   
.    ( � )  

.      �        (�)  

.    (��)  

�

�� ���
�−� �������

Estimation

 ������� ������ � ��������
            �R    (١)

:
 (�)   ( � )  

 (�)   (��)  

      = �       =     (٢)
      =   

.    ( � )  

.�        (�)  

.    (��)  
   .               (٣)
      .   =         

     ,  = �
.    ( � )  

.�        (�)  

.    (��)  
       =     =      (٤)

    ,  = �
.    ( � )  

.�        (�)  

.    (��)  
                (�)
  ,  = u        ,  =     

  
 .    ( � )  

.�        (�)  
.    (��)  

����� ������  ٩
�������� ���� �����

����M��� ����� ���� ���� ���� �
��� �� �����

�� ��� = μ : ��  ١
�� ��� ≠ μ : ��  

������ �  �� ��� − �� ���
� ���
��F

 = �  

 ��� ������� ����� ,����−� :�� ����� ���  
����� ��� ���� � ��� ,����� ����

�� ��� = μ : ��  
� ��� ≠ μ : ��   �����   � ��� = μ : ��  ٢

������− = �  
����� ,����−� :����� ���  

����� ,����−� ����� �� ��� � ������−  
� ��� = μ : �� ����� ��� ���� � ���  

� ��� = μ : ��  ٣
� ��� ≠ μ : ��  

���− = �  
����� ,����−� :����� ���  

����� ,����−� ����� �� ��� � ���−  
� ��� = μ : �� ����� ��� ���� � ���  
��� ≠ μ : ��   �����   ��� = μ : ��  ٤

������ = �  
������ ,�����−� :������ ���  

������ ��� � ������  
��� = μ ����� ��� ���� ������  ∴  
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������ �� �����
������� ������ �����

� ��� ≠ μ : ��   �����   � ��� = μ : �� :������
���� = � ��� − � ���

���
���F

 = μ − �
u

�F
 = �    

����� ,����−� :����� ���
����� �� ��� ����  

����� ��� ���� � ���  
� ��� = μ : ��  

������ ������ ��� ��� ���� � ���  

����
•  �σ ������� ������� �� μ ����� F������ ������ ����� ��� �� ������ ��� ���� �� ������

•  �u ������� ������� �� � ����� F������ ������ �� ����� ����� ����� �� �������

•  ������� ���� �� ����� ����� ������ ������ ������ �� ����� ����� ���� �� �M��� �������

•   ���� ���� ����� ����� ������ ���� ���� ��� �������� ��� ��� ��� �������� ������ �����I ��� �� ����� ��� 
������� ������ �����

•  �������� � �M�� ������ ���� �� α

•  ������ ����� ����� �α − �� ����� �α − �� %��� ����� �����

•  �������� ����M�� ������� ���� �� �������� ����� ������ �� α��

•  ������� ����� F����� �� �

•  ������� ������� ������� �� u

•  �� ������� ���� �� �������� ����� ������ �� α�
�

•  �����M�� �������� ����� σ ������� ������� ���� � σ
�F  • α�

� = �� �M�� ����

•  �����M�� �������� �� < �� ����� �� σ ������� ������� ���� � u
�F  • α�

� = �� �M�� ����

•  �����I �������� �� ≥ � � ����� �� σ ���� ��� , u
�F  • α�

� = �� �M�� ����

•  μ  ����� F����� ��� ������ ���� �� ����� ��� ������ ������ �� ���� ��� ����� �� :������� ����� 
�σ ������� ������� ��

•  ������ U�� �� ������ �� ����� ����� ���� �� ������� ������

•  ������� ���� �� ����� ��� �� ����� ������ ������� ����I �� �������� ������� �������� ������ ��������
��

 �������
������ ���������

 ��������
�������� ������

�������

����� �����

������ ������

����

�M���

 ��� ����
�����

 ��� ���
�����

���� ������ ������ FM�

��

 �� �� �� ������ ��� ���� ����� ������ ,���� ���� ����� ���� ,������ ������ ��� ��� ������� ������ ������ � ����
������ ���� �� ������ ��� � ��� ���� F���� ������ ���

 ������ �� ��� � ��� = � :������� ������� F������ ��� ������� ���� ,��� ��� �� ����� ����� ����� ��
���� ��� = u ������

 � ��� = � :������� ������� F������ �� ���� ,������� ������ ���� ,��� ��� �� ����� ����� ����� ���
���� ��� = u ������ ������ �� ���

 ����� �� � ����� ����� ��� ��� �� ����� �� ������� ������� F������ ��� ��� ���� �� ������ ��� ������� ������
����� ?�� ��� ������� �� ������� ����� ������ ��� � ��� ���

:���
:�� ������� �������� ��� �� ������ ����� ������ ����� ���� ���

���� ����� ������ ,� ��� ≠ μ : ��   �����   � ��� = μ : ��
������� �������������� �������

����������� = �  ,  ��� = u  ,  � ��� = ���� = �  ,  ��� = u  ,  � ��� = �
�������� ���������� = α�

����� = α�
�

������� ������� ��������− = � ��� − � ���
���

���F
 = u

�F
μ − �  = ����� − = � ��� − � ���

���
���F

 = �

����������� ,����−������ ,����−�
����������� ,����−� � ����−  

� ����� ��� � ��� = μ : �� ����
������ ,�����−� � ����−  

:�� �� ����� �� ���
������ ��� � ��� ≠  μ

:��������
�������� ����� �� ������� ���� � ���� �M���� ���� ��� ������� ,������ ������ ��� ��

������ �����
 ��� �� ������ ������� F������ ��� �� ������ ��� ���� ��� ��� �� ���� ��� ����� ���� ����� ����

:������ ����� ��� ������� ���� ������� ��� � ��� = μ ����� �����
?����� ������� ��� ���� ���� �� ,����� ���� ��� = u   ,��� � ��� = �
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Hypotheses Testing
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Correlation and Regression

  :  

 ���� ���� F�� ���� �� ���� �� ���� �� ������� ������� ��� �� ������ ��� ���� F�� ����� :������� �����  �
 ������� ���� �� ������ ��� ������� �������� ������� �������� ��� ����� ����� ����� �� ������� �� �������
 ������� ��� � ������ ���� F�� ������ ����� ��� ���� �� ������ ���� �� ����� ����� �� � ���� ��������� �������

������� ������
:��� �� ������ ���� ����� ���� F�� ����� ������������� ������ �� ��� ��� ��� ������ ����� :�����  �

���� ��� ������� ���� F�� ����� ������ ������ �� ��� ��� ����� ���� ������ ���M�� �������� ���� �����  �
���� ��� ������� ���� F�� ����� ������ ������ �� ��� ��� ����� ���� ������ ���������� ���� �����  �

������ ��� ��� − ����� ��� :�������  �
:���M��� ��� �����  �

 �� ���� ����� ���� �� ��� ���� ?�������� �� �� ������� �� ������� ��� ���� ������ �� ������ ��� ��  �
���������

 ���� ������ ������ FM�� ��� ����� ��� ��� ���� ������� ���� ������ ������ FM�� ����� ��� ��� ��� ����  �
���������

����� ?���� F�� ����� ����� ��� ������� �� ������� ���� ������ FM� ��� ���� ��  ��
������ F�� ����� � ,������� � ,������� ���� � ����� ���� �� ��  �

��   ,�   ,� �   ,� �  ,��   ,��  ,��   ,�� :����  
�  �  − � �  �

��� � − ��  �F ��� � − ��  �F
 :��� �� ���� ������ ���� ���  ��

����� ?������ ���� ��� ���� ����  �
����� ����� ���� �� ������� ��������� � ����� ����� ����� ���� ������� � ���� �� ���� � ������ ���� :�������  �

?������ ���� �������� ������� ������ FM�� �� ��� F���� �� ��� �� ����� F��
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 ��� ���� F�� ����� �� ������ ������ ��M�� � ���
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����� F��� ����� U���
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 �������� ���� ������ ��� ���� ���� ������� �����
���M��
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 ����� �� ����� ������ ������� ����� �� ��

 �������� ���� ��� ���� F�� ������ ������
 �� ������� ��MM�� ������� �������� �������

��������� ��������

º««≤àdG ºq∏°S
 ������� ������ ����� ������� ��MM�

�������� ���� ������� − ����� �������
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 �� ���� ����� ������� ������� ��MM�
 ���� ������� ���� − ������� � ��M���
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Correlation  �������

 F������� �������� ������ ������ :��� ,�������� �������� ��� ��� ��� ������� ������� ��
���������� ������� − ������� − ������ ������ ������� �������� − F����� − �������
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 ������ ������ �M���� ������ �� ����� ����� �� ����� ���� ,��� ������ ����� ������ �����
�������� ������� ���� �����

Scatter Plot  �������� ������ ( -�-�)
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������ ��� ������

��� ������������ ����� ��I���������������������
��� ��������� �������������

��������� FM���� ���� :���M���
:���

�
�
�

�
��
��

��� ��� ��� ��� ������ ���
���������� ����� ��I

��
����

��� 
��

��

:������� �������� � ���� ���� ������� FM�� ����  �
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�������  ٥
 �� ������ ��� ��� �� U������ ������ ����� ��

 ������� �� � ��� ��M�� �������� ���� �� ������
 �������� ������ ����� �� �� U����� ���� ���� ������

 ��� � ���� ��M�� � ��� ������ ��� � ����� �����
��M�� U������ F�� ������� ��� �����

��� ,��� ������ �
 �������� ����� ���� ��� ������� ������� ��MM� ����

 �� �� ���M� �� ,� ����I ,���M� ������ ���� �����
�������

��� �� ��� �� ������ �
 ������ �� U����� ���� �� ���� ����� ������ ��� � ����

 ������� ��� ��� ,������� ��� ���� ��� ������ ��� ��
 FM� ��� F�� ���� � ��� ��M�� ���� �������� � �����

 ���� ���  U������ ���� �� ���� ����� �� ,�������
�� ����� �� � ����� ������� �� ����� ������ U�����

���� �� �� 
 ,  U������ ���� �� ���� ��M�� ���� �� ����� �� ��

 ���� �� ���� ������ ������� � ≥  ≥ �− :���
����M�� ���� �� �� ���� �  �M�� U������
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Linear Correlation Coefficient  ����� ������� ������ (�-�-�)

 ���� ��� ,������� ������ �� ������� FM��� � ������� ��������� ��� �������� ���������� �� ����
�� � ��M��� U������ ���� �� ������ ������� �������� ��� ���� ������ ��� �����

� � ��M�� U������ ���� �� :�����
,�� ��� ������ ������ �� ����� �� ������ � ���� ���� ����� �� ����� ��

�� ≥  ≥ �− ���

��

���� ����� �
 ,������− =  ���� ������ ��� ����� ��� � ����

 ������ ���� ����� �� ������ ���� ����� ���� ���
������ ������ ���� �� ������� ���� ������

F����  ٦
 ��� �� ����� ������ ���� ,��� ,��� ,��� ������

 U������ ���� ������ �� ���� �� ��� ������� ������ ����
�������

�������� �� ����� ��M��  ٧
 �� ��� ,��� �� ��  �� ��M�� F�� �� ���� ��

������� ��� �M��� ������ ������� ����� ��M�� ��M��
�������  ٨

 � ���� ,��� �� ����� ����� ���� ��� ��M�� ����
�������� ������ ��

� � U������ ���� �� ����

���− ��� ���������−�− �

��� , �−�   �� � ≥  ≥ �−  �
���� ������ ���I U������ ���� � =  ���� ���  �

���� ������ ���� U������ ���� �− =  ���� ���  �
�U������ ����� � =  ���� ���  �

���� ������ ���I U������ ���� �� , ����   ���� ���  �
�F���� ������ ���I U������ ���� ���� , ����   ���� ���  �

����� ������ ���I U������ ���� ���� , ��   ���� ���  �
����� ������ ���� U������ ���� �� , ���−�   ���� ���  �

�F���� ������ ���� U������ ���� ����− , ���−�   ���� ���  �
���� ������ ���� U������ ���� ����− , �−�   ���� ���  ��

Pearson Correlation Coefficient  ������ ������ ������

:��� � �− ��� � − ��
u  u�  = 

 = uF�� � − ��
�  �  ������� �������� �������� u ���

  = uF�� � − ��
�  

�  ������� �������� �������� u ���

� � − ��� � − ��
�� � − �� F  �� � − �� F
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 :������� ������ ��
�  U������ ���� �� ����  �

�U������ ���� ��� � ���  �
:���

� � − ��� � − ��
�� � − �� F �� �− �� F

 =   :U������ ���� ��  �

��� − �� − ���� − ����� − ���� − ���� − ��
�������������
���������
���−�−���
���−�−�����
���−�−�����

��������� =� �� =� �� = ��� − ����� = ��� − ���� = �� − ���� − ��

�� = ��
�  = � 

�  = �    ,    � = ��
�  = � 

�  = �   

������  ��
���F× ��F = U������ ���� ��   

���� ���� ���I :U������ ���  �

������ �� ����� ���� ��� ���I� ���� ����� ��� ��� ������ ������ ������ �����  �

����� ��������������������
���� ��M������������  

�  U������ ���� �� ����  �
�U������ ���� ��� � ���  �

��

��� ������
:������� � ,� �� ������ �� ������ ����

���������������
����������

������� = ��  ,���� = � 
������� = ��� �

������ = ��  ,���� = � 
������� = ��� �

� = �  ,����� = � � 
���� ���� ���I U������  ������ ≈ 
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: ���  �  ,  � ��������� ����� ���� � ����  U������ ���� �� ����
������
���−�−�−�−

:���
�� − ���� − ��

�� � − � � F �� � − � � F
 =   :U������ ���� ��

��� − �� − ���� − ����� − ���� − ���� − ��
���−�����−
��−�−����−
��−��−���
��−��−���−
��−��−���−

��������� =� ��− =� �� = ��� − ���� = ��� − ����− = �� − ���� − ��

�− = ��−
�  = � 

�  = �  ,  � = ��
�  = � 

�  = �    
������−   ��−

��F× ��F =   :U������ ���� ��   

���� ���� ��� :U������ ���  

:��� �  ,  � ��������� ����� ���� ����  U������ ���� �� ����  �
��������������
����������������������������  
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�������� F�M� ��� �����  ٢
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������ ���I U�����
��M� ������  

 ������ �� �������� FM��� ��� ��� �� ����  
������� ���I U������� ���M�
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����� U����� ����� ���� ����
�� ��� � − �� � � �

��� � − ��� � �F ��� � − ��� � �F
 = 

�������� �� ����� ���� ��� ���� ,�������� ������ �� ��� ���I� ��� ������ ������ ������ �����
 ���� ��M�������������������������
����� ���������������������������

 ������ ���I� ��� ������ � ���� �����  �M��� U������ ���� �� ����� ���� ������ ������
������ ���� ���� �� ��������

:���
�� � �� � − �� � � �

��� � − ��� � �F ��� � − ��� � �F
 = 

���M��� �������� �� �����

������ ����� ���� ���
�������� ����� ����� ���
�������� ����� ����� ���
�������� ����� ����� ���
�������� ����� ����� ���
�������� ����� ����� ���
�������� ����� ����� ���
����� ���� ������

�������� ��� =� ��� =� ��� ��� = � � ��� ��� = �� ��� ��� =�� 

��

������ ���� � ���� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����
������
�������

:���
�� − ���� − ��

��� − �� F ��� − �� F
 =   :U������ ���� ��

��� − �� − ���� − ����� − ���� − ���� − ��
���−�−����
���−�−���
�������
�������
���������

��������� =� �� =� �� = ��� − ���� = ��� − ���� = �� − ���� − ��

� = � 
�  = �  ,  � = � 

�  = �   
��

��F× ��F =    

� =   

���� ������ ���I :U������ ���

������ ���� � ���� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����  �
������
������
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 ������ �� �������� FM��� ��� ��� �� ����  
������� ���� U������� ���M�
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�� × �� − ��� × �
����� − ��� × �F ����� − �� × �F

 = 

��−
���F × ���F

 = 

������−  
����� ������ ��� :U������ ���

:����� ���� ����� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����  �
�������
���������������  

������ ���� ����� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����
���������������
���������

:���
�� ��� � − �� � � �

��� � − ��� � �F ��� � − ��� � �F
 = 

��� �����
��������

���������
����������
���������
��������

����������
���������
����������

��������� = � �� = � ��� = � � ���� = �� ��� = �� 

��

����� ������ − �������� �
������ − �������� �F ������� − �������� �F

 = 

��� ���
��� ��� = 
������  

���� ������ ���I :U������ ���

������ ���� ����� �M��� U������ ���� �� ���� ������ ������ ��  �
�������
�������������

 

������ ���� ����� �������� ��������� �M��� U������ ���� �� ����
�������
�������

:���
�� � �� � − �� � � �

��� � − ��� � �F ��� � − ��� � �F
 = 

��� �����
������
�������
�������
�������
��������
��������

��������� = � �� = � ��� = � � �� = �� ��� = �� 

��

�����
�����F × �����F =  � � �  ٤

������ ≈   
��� ������ ���I :U������ ���  ���  

 ���
����F × ���F  =  ٥

���
������  ≈  

������� ≈  
��� ������ ���I :U������ ���  

�− = ��−
��  = ��−

��F × ��F =  ٦
��� ������ ��� :U������ ���  

��� ���  − �� � ��
��� � − ��� ��F ��� � − ��� ��F  ٧

��
� ���F × ���F  =    

������ ≈ ��
�������� ≈  

����� ������ ���I :U������ ���  
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:����� � �� � − �� � � �
��� � − ��� � �F × ��� � − ��� � �F

 =  �

��� �����
����������

�������������
����������

�����������
�������������
�������������
�����������
�������������

��������� = � �� = � ��� = � � ���� = �� ���� = �� 

�������� − ������
����� − �������F × ����� − �������F

 = 

���−
���F × ���F

 = ���� − ����
���F × ���F

 = 

������−  
���� ������ ��� :U������ ���  �

������ ���� � ���� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����  ��
���������
����������������  

��

�� × �� − ��� × �
����� − ��� × �F × ����� − ���� × �F

 = 

���−
���F × ���F = 

���−
���  = 

�− = 
��� ������ ��� :U������ ���

������ ���� ����� ������� �������� �M��� U������ ���� �� ����  �
����������
��������  

��� �������� ��� ������ ����� �� ��M�� �� ��� ����� ��� �� ��

��� ��������������������
��� ���������������������

�  U������ ���� �� ����  �
�U������ ���� ��� � ���  �

��

������ ≈  ٨
���� ������ ���I :U������ ���  

� =  ٩
��� ������ ���I :U������ ���  

������− ≈  ١٠
F���� ������ ��� :U������ ���  
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Regression

 ������� ������  ��������

    .               (١)
:     

, , , , , ,   ( )
  ( )  

.     
:               (٢)

 
.     ( � )  

 =        ( )     (�)  
 ( )      ( )         (٣)

.   

 
.     ( � )  

 =         (�)  
 =         (��)  

º∏©àJ ±ƒ°S
•   F� ������ ���� 

��������
•   ������� 

 ������ ��������
�������� F�

•   ����� ���� 
��M��

������� ���� ����
 ��� ��� ��I :��������� ��� ������ ������ ��

����������� ��� ������ ��I�

��� ��� ��I������������������������
��� ����� ��I������������������������

������� ��I� ��� ��I ��� ���� � ����I ���M� ���� ���� � ��� ,�����   �����
 ����� = � ��� ������ ��� �������� ,���� = �� , �� ��������� ��� �����
 ������ ���I� ������� F������ �� ������� = � ,������ ���I� ������� F������

������ ��  ���� �� ������
��������� ��� ������� ��� ,���� ��I �� ������ ��� �� ����� ��I � ���� �� ����

������� ��� ������� ���� ,����
•  ?����� ����  ���� ��� ���� ����� �� ������ ���� ������� ��� ������ ��
•  ?���� ?����� ������� ���� ���� ��� �������� ���� ����� ������ ���� ��

Regression  �������

 ���� ���� ���� ��� ������ ,�M��� U������� U������ ����� ������ ����� �� ������ ���
 ��� ���� ��������� ��� ��M��� ������ ��� ����� ��� ����� ,������� ��� �M��� U������ ���� ��

������ �� ����I ���� ��� ���� ������
 ���� ������� �������� F��� ������ ������ �������� ��� ������ ��� ������ ��� ����� ��� ���

�������
�������� F� ������� ������� � ����� ,������� F�� �������� F��� ��� � ����

������� :�����
������� �� ������ ��� ��

�������

Regression

٢-٢

��

QGóëf’G  :2-2

������ ١
• �������� F� ������ ����
• �������� F� ������ ������� �����
• ��M�� ����� ����

������ �������� �������  ٢
������� − �M�� ���� − ������� F� ������ − �������

�������� ������  ٣
��Data Show� U���� ���� − ����� − ����� ���

�������  ٤
 �������� U������ ���� �� ������ ��M�� �� ��I�

:�������
� � ��������������

�������������
�����−�−�−����

��������
?���� ���� ����� ��� ���� ������� ��� �� :�����  
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.     ( � )  

 =       (�)  
 =      =       (��)  
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             (�)  

Equation of Linear Regression  ������� �� ������

������� F� ������ :�����
����� ����� ���� ���� ��� ������� ��� ����� ������ ���� �� ���� ���� ��M�� ������� ��

 ��� ��� ��� ���� � ��� , �� + � � = � :������ ��� �������� F��� ������ ����� ��� ���
�������� ���� �� ��M���� ����� ��I ��� ���� |��| ,��������

�� + � � = �

��

��� ���
:������ ��� ���� ������ ������ F� ������ ������ �� ���

��������� ��� ��� ���� � ,������� ���� �� ��M���� ����� ��I ��� ���� | | ��� ,� � +  = �

� � +  = �

��� ���
�� ��� � − �� � � �

��� � − ��� � �  = � :���
� � − � =  

� 
�  = �   ,   � 

�  = �  :���
��

�������  ٥
 ����� ���� � ,�������� �������� � �� ��M�� � ���

��� ���� ������� �� ���� �� ,���� ����� �� ������
���M��� �������� ��� �� , ����� ������ �

 ������� ������ � ���� ����� ��� ���� ���� ���� ��������
�� � +  = � �� �������

 ���M�� ������ ���� �� ��� ������� ��� F�� ������
�������� �� ������

: �� �M�� � ���� ��� ��M�� � ���
���  ���  − �� � ��

��� � − ���� �  = �

������ ����� �� ��M��� �����
� 

�  = � , � 
�  = � ��� � � − � =  ��

:������� ������� �������� ������ �� �M� �����
|� � − ��| = �M�� �����
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  .     ( � )  

.     (�)  
 =     (��)  

 =      ( � )  

������� ������ ������

������ �����

� � +  = � :������� F� ������ ���� ���M�
� ���� �����  �

 ���� �����  �
� � +  = � :������� F� ������ ����  �

� ���� ���� ��� � ����� ������  �
������� �� �M��� ����� �����  �

|������� ������ ���� ���� ������ − �������� ������| = �M��� �����  
|�� − ��| =   

�� ����� ��� ����M� ���� �������� �������� ����� ���� ,� ���� �� ������ �� ��� �M��
����� ��� ���� ����� ��� 

:������ ������ ���� ��� ������� ����
��� ������������������

��� ��������������������������

�������� F� ������ ����  �
� = � ����� � ������� ���� � ���  �

������ ��� = � ����� ������� �� �M��� ����� ����  ��

��

��� ����� �
 ���� �M�� ������� ������ ���� ��� ����� ��� � ����

� � ����� � ,  ������� ���� ��� �������
� � +  = �

 ����� ���� ��� � ��� �� �� ��� ����� �M�� �� �������
����� �� ���� ��

 �� ,��� = � ������ ��� ������� ≈ �M�� ������
�������� F� ������ ��� ���� ������� ������� ������

��� ,��� ������ �
 �������  ,������� F� ������ ���� ���M� ���� ���M�

������� � �M�� ����� ����� ,� �������� � �����
F����  ٦

��������� ��� � �������� ����� ����� ��� ����� ����
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� ������� + ������− =� �������� �� ����� ��� = � ���   ��
��� × �������+ ������− = ���� �� ���  

�������   
���� = � �� ��� ����� ��� = � ��� ������ ��  

|�� − ��| = �M��� �����    
|�������  − ����| =   

������ =   

 ��������� ��������� ������� ������� ���� ����� ����� �� � ������� :������ ������ ��  �
������� ��� ����� �� �

��� �����������������������
��� �����������������������  

�������� F� ������ ����  �
����� ����� �� ������ ���� ���� ����� � ���  �

����� ����� �� ������ ���� ����� �M��� ����� ����  ��

:������ ������ ��
�������������
�������������������
:����

�������� F� ������  �
�� = � ����� � ����  �

�� = � ����� �M��� �����  ��

��

�� ��� � − �� � � �
��� � − ��� � �

 = �  :���

 ���� ���
����
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�������� �� ������ ���� �� �������

�

 �� ������ ����� ����� ��� ���� ����
������

�



��
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�� ���
�−� ������� �������

Time Series

������� ������  ��������

.( )         ( )   :     (١)

( ) 
( )   

.      ( � )  
.      (�)  

              (٢)

( ) 

( )     ,,,,,,,,
 

.      ( � )  
.        (�)  

               (٣)

( ) 
( )   

.      ( � )  
.        (�)  

º∏©àJ ±ƒ°S
•   �������

��������
•   ������ 

�������
 �������

��������

 ������� ���� ����
�������� ������� FM�� ���� ��� � ����� ������

:������ ������ �� ������� ������ ��� ����� ������
����� ���� ����� �  ,  ������� ����� �

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

�������� F���� �������� ����  �
?���� ��� ���� ?���� ���� ���� ��� ��� ����� � ���� ��� ���  �

?�������� ,������� ,������ ������� ��� �� ����� � ����� ����� ��� ������ ��� ��  ��

 ��� U������ ����� ��� �� ��������� ������� ��� ������ ������� ������ �� ����� �� ��� ���
 ����� ��� ����������� ��������� ���� ��� ������ U������ �� ���� ����� ������ ������ ���

�������� �������� ���� �� ��� ����� ��� ����� ������� ��� ������ ������� �������� ��������
 ������� ������� :�����

��������� ������� ���� �� ������ ����� ���� � �� ����� ������ ���� ����� ����� ��

 ���� �� ������ �� ����� ������� ���M��� ������� ��� �� ������ ������� ��� F��� ���� ���� ��
 ������ ����� ���� ��� − ��� − ��� ��� − ��� ��� − ���� ������� ����� �� ������� ���� �����

�������� �������� ������ ��� ��� ������� ����
 ������ �� ���� ���� �������� �������� ����� �� ������ ������� ��� ����� ������� �������

���� ������ �� ������ ������� ��������� ������� ���� �� ����� ,���
 ������� ��� ��� �������� ���� ��� ������ ����I ���� ������� ���� ������� ��� ��� �����
 ��� ����� ����� ��� ��� ,���M� ����� ������� ���� ������� ������ ���� �������� ���� ���
 ������� ������ ���� ,������ ���� �� ������ ����� ����� ��� ����� ����� ������� ��� �������
 ���I�� ���� ������� ��� ��� ����� ����� ������ ��������� ��� ���� ��� ������� ����
 ��� ������� ��� ���� ����� ���� � ������� ������ �� ���� ������ ,������ ������� ��
 ������� ��������� ����� ��� ������� ������ ��� ����� ������� ��� ����� ���������� ���������

������ ���� ���

�������� �������

Time Series

٣-١

��

á«æeõdG á∏°ù∏°ùdG  :1-3

������ ١
• �������� ������� �����
• �������� ������� ������� ������ ����

������ �������� �������  ٢
�������� ������� ������� ������ − ������� �������

�������� ������  ٣
��Data Show� U���� ���� − �����

�������  ٤
:������� �������� ������� FM� ��� ��M�� �� ��I�

�������������������������
�����������������

�� ���� ������ U����� F�� ����� ��I�
�������  ٥

 ����� ����� ���M�� ������ ������� �� ������� �������
����� ���� ,���� ,������

 �� ������ ����� �� ������� ������� ������� ������
 ������ U����� F�� �� ����� � �������� ������� FM�

�� ����
��� ����� �

 ����� F���� ����� ��� �������� ������ ���� ���M�
������ ��

��� ����� �
������ �� ����� � ����� ������ ����� ����

F����  ٦
 ������ ��� ������� ������ �� �� ���� ��� ������

��������� �������
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 ��� , ������� ������� �������� �������� ����� ����� F�� ������� ������� ������� ����� ��� ���
������� ������ ��� �������� ����� ������ ��� ����� ����� ���

 ���� ��� �� ��� ������� ��� ����� ���� �� ��� ����� F���� ������ ������ �����
����� ��� ���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����
�� �� �� �� �� �� �� �� ��� �����

����� ������ �� �������� �������� ������� ������� ������� ����  �
?������ ����� F���� ��� ������ ��� ��  �
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������� ������ ��� ����� F ������ ,����� ������ ��� ����� ����  �
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������ �� ����� �� ����� F���� �� ����  �

������ ��� ������� ���� , �������� ��� ����� :������� ������ ������ ��  �
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����

�� �� �� �� �� �� �� �� ��   ������� ���
��� �����

����� ������ �� �������� �������� ������� ������� � ������ ����  �
?������ ������� ��� ��� ������ ��� ��  �

��

�������� �� ����� ��M��  ٧
 ��� �� ������ ����� �� �� ��M�� ������ ��� ���� ��

 �� ��� ���� � �� ���� �� ����� ����M��� �������
�������� ������ ��� �������

�������  ٨
 ��M��� ��� �� ����� ����� ���� ��� ��M�� ����

����� ����� �����

��� ������
 ���� ��� ��� �� ,�������� �������� ����� �������� ����
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�����������������
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������� � � ���� ���� ������� �������



��

����� ������  ٩
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 ������ ����� ���� ���� ���� ��� �� ������ ���  ���
� ���� ��� ���

 �������� ���� �� ���� �� �����  ��M� ���� ��  ����
���� ��� ���� ��

��� �� �����
� � �  ١
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 � � �  ٢

������ �� ����� ��� ������  ���  
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�������� ������ � ��������

                  (١)

 ( ) 
( )   ,,,,,,,  

.      ( � )  
        .      (�)  

 /      ( )   :     (٢)
        ( )

 ( ) 
( )  ,,,

 
.      ( � )  

.      (�)  
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 ( ) 
( )   

.      ( � )  
.      (�)  

 ������� ��� ����� ���� �� ����� ��� ���I�� ���� ������� ��� ������ ������ �����
���� ��� ��� ���� ��� �� ���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����
� � � �� �� �� �� ��  ������� ���

��������
����� ������ �� �������� �������� ������� ������� ������� ����  �
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������ �� ����� �� ���I�� ���� ������� ��� �� ����  �

 ������ ���� ������� �������� �� ���� ��� ������ ��� �� ������ ������ ����� ����  �
 �� �� ������ �� ������� ������ ��� � ���� ������ ������� ,������ ���� �����

:�� ������ ������� ������� ���
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����

�� �� �� �� �� �� �� �� ��  ������ ��� 
��� �������

����� ������ �� �������� �������� ������� ������� � ������ ����  �
?������ ������� ������� �� ������ ��� ��� ������ ��� ��  �
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Time Series Elements

������� ������  ��������
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       (�)  
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.       ( � )  
.            (�)  

�� ���
�−�

º∏©àJ ±ƒ°S
•  ������ �����
•  �������� �������
•  �������� �������
•  �������� �������

������� ���� ����
:������� ������� ������ ��� ����

�

���� ���� ���� ���
����

���� ���� ���� ���

�

�� �� �� �� �� �� �� ��
�����

 ��

�  �  �  �  �  �  �
����

������ ���� ����  �
� �  ����� �� ������� ������� �� ���M�� ������ ����� �����  �

?�������� � ����� ����� ����� ������� ������ �� ����� ��  �

 ����� ��� ������� �������� ���� ������ �������� ��� ���� �� ������� ������� �� ��� ���� �����
 ����� ����� �� �� �������� �������� �� ��� ����� ,��� ������ �������� ���� ����� ,���

�������� ��� ������� ����M� � ���I ���� ����� �� ������ ������ ���� ������
 ������� ��� ��� ��M� ���� �������� ������ �� ������� ������� �������� ������� �� ������
 ���� ���� ������� ������� ��� ���� ���� �������� ��� ����� ���� ��� �� ����� �� ����� ��

�������� ������� ������ ������ �� ������

:�� ������� ������� ����
��������� ������� ����� ������� �������� ��������  �

��������� ��������  �
�������� ��������  �

����������� ������� ��������  �

�������� �� ���� ������� ��� ��������

�������� ������� �����

Time Series Elements

٣-٢

��

á«æeõdG á∏°ù∏°ùdG öUÉæY  :2-3

������ ١
• ������ ����� � �����
• �������� ������� � �����
• �������� ������� � �����
• ����������� ������� ������� � �����

������ �������� �������  ٢
 − ������� ������� − ������� ������� − ����� �����

�������� �������
�������� ������  ٣

��Data Show� U���� ���� − �����
�������  ٤

 ������� ������� ������ ������ �� ��M�� �� ��I�
:������� ������ � �������� �� ��� �������

� � ��������
������������

������������
�����������������������

�������  ٥
 ����� ���� �������� ������� ������ ����� � �����

����� ������� ������ ������� ������� ����� �����
 ����� ���� ����� �� ������� ������� ����� �����

������ �� ����I ��� ��� �� ��� �������
:����� � ��� ������� ���

•  ��� ��� ��� �� ������� ��� :������� �������
 ����� :���� ,������� ��� �� ������ ���� ,������ �����

������� ���� ,�� �����
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        (�)  
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.         ( � )  
      (�)  

�������� ������ � ��������

 ( )    .           (�)

.   ( )    

( ) 
  

( ),,  
.       ( � )  

        (�)  

Secular Trend  ������� ������� ����� ������ -�
 �� ����I ���� ��� �� ���� ������� ������� ����� ���� ������ �� ������� ������� ����� ������

 ������
��� ,������� � ������� ������ ,�� ��� ���� ��� :���� ��� ����� ���� ������ �� ������ ����

�����

������� ���

�����

������� ���

������ ����� �� ����� ����������� ����� �� ����� ������

�����

������� ���

�����

������� ���

����� �� ����� �� ����� ����������� �� ����� �� ����� ������

Seasonal Variations  �������� �������� -�
 ����� ��� �� ����� ��� ���� ��� ��� �� ��� ����� ����� ��� ������� ����� ���� �������� ��

� ����� ������� �� ����� ��
 ������� ��������� ������ ����� ,����� ���� ��M��� U��� ���� ������ ��� ��� �������
 ���� ������ ,����� ��� �� � ���� ����� ������ �������� ������� ,����� ��� ��� �����
 �������� ����� ������ ������ ,��� �� �� �������� ������ ����� �� ��M�� ������� ��������

�������� ��� � ���� ,� ���� ������� ����� ������ ����� ��������

��

•  ��� ����I ���� �� ����� �� :������� �������
 ,������ ���� �� ���� ��� : ���� ;��� �� ����

���,������� ����
•  �������� ������� �� :���������� ������� �������

 ,������ :������ ������ �� ���� ������� ������� �
������� �������� ,�����I �����

 �� ������ ������ ������� ����� ��� � � ���� � �������
�������� ������� ������� ������ ���

��� ����� �
 � � ���� ������� ������� ������� ������ ��� ��� ����

 ����� ����� ���� ,������ � ��� ��� ������� ���� �������
 ��� ������ �� ������� ������� �� ����� �� ����

�����
��� ����� �

 ������� ������ ��� ������� � ������ ����� ����
 ��� ������� � � ������ ����� F�� ���� ����� � ��

�� �� � �� �����
��� ����� �

 ����� �� � ����� � ���� ���� ���� ���� ��� �� ��� ��
������ �� �� ��M�

F����  ٦
 � ������ �������� ������ �� ��� ��� ,��� ������ ����

�������� ������� ������� ������
�������� ������ ��M��  ٧

 �������� ,������� ����� �� F��� ��� �� ��M�� ����
 ��� ,������� ��� ���� ��� ���� ������� ���� �� �����
 ����� ��� �� ����� ,������ ����� ��� �� ��� ����

������� ����� ������ �� ���� ���� ,�����
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������ �� ������� ������� ����� ������ �� ���  
Cyclic Variations  ������� �������� -�
 ������� �������� ������ ,��� �� ���� ������ ����� ����I ����� ��� ������� ������� ������ ��
 ������ ����� ,��� �� ��� ����� ����� �� ���� �������� �������� �� �� �������� �������� ��
 ������� �������� ������ ������ ��� ,����� ������ ���� �� ���I ��� ����� � ����� ������� ��������
 ����� �� ������ �� ,���� ���� �� ,������� ���� ���� �� ,������� ���� ���� �� �� ����� ���� ��
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������ �� ������� ����� ������ �� ���
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�������  ٨
 ��M��� ��� �� ����� ����� ���� ��� ��M�� ����

����� ����� �����

��� ������
 �� �� ������ ���� �F� ��� �� ������� ����
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Irregular Variations  (��������) ������� �������� -�
 ���� ���� ��� �� ������ ��� ������ ��� ���� ������ ������ ��� ��� ��� �� ������� �� ���� �����
 �� ��M�� ����M� ������ ��� ��� ��� �� �������� ��� ����� �������� ������ �� ����� ,��� ������
 ,������� ������ ����� ����� ���� �������� �� ��� ������� �� ��� ��� ��� ���� ���� ����
 ,�������� �� ������� ��������� ���� ����� ��� �� ��������� �������� ,������� ,����������
:������ ������ ������� ������� �������� ������� �� �������� �� ������� �������� ����� �����
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���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� �����
�� �� �� �� �� �� �� �� � � � �� �� �� �� �� ��� �������� �����

����� ������ ������ ����� F� ��� ��� ������� ����  �
?��������� ���� ����� ����� ��� ?������ ��� ����� ��� ���I ���� ��������� ��� ��  �
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����� ������  ٩
�������� ���� �����

 ��� �� ������ �� ���� ,� � � ������� ������� �  ١
���� ��� �� ������ ������ ��� ��� F��

 ��� �� ��� ����� ,��� ������� ������� �  
����� �� ����

 ��� �� F�� ��M� ������ ,���� ������� ������� �  
� ������� ��� ��� ����� ����

:������ ���  ٢
������� ����� � ����� −  

������ � ������ ��� −  
��������� ������� ��� −  
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 ����� �������� �� �������� ����� ����� � �� ������� ������� ��� ������� �������� �����  �
�������� ��� ���� ������ �� ��� �� �� ��������

 ��� �� ��� ��������� ����� �������� �������� ���� ������ ������ ������ �����  �
������ ��� ������ ���� ������ ����� ���� ��

������ ������ ������ ���� �����
�����

��� �� ��� ��� ����
��� �� ��� ��� ����
��� �� ��� ��� ����

������� ������ ����� F� ��� ��� ������� ����  �  
?����� ���� ��  �  

��

������� ���� ������� ����� ���� ��� �� ����� ����� �����   �
������� ��� ������� ������� �� ����� �����  

���� ��� ���� ��� �������� ������ ��� ��� ��������� ��� ������ ������ �����  �

�� �� �� � � � � � � � � � ��� �����
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� ��������� ���

����� ������ ������ ����� F� ��� ��� ������� ����  �
?������� ����� �� ����� ���� ��  �

?��������� ��� ���� �� ,�����  ��

 ����� �� ����� ���� ��� �������� �������� ��� �� ������� ������ ��� ������ ������ �����
������ ���� ������ ���� ����
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����� ������ ������ ����� F� ��� ��� ������� ����  �
?����� ���� ��  �
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 �� ����� ����� �� ������ �� ������� ��� �� ����  ���
 ��� ,������� �� ,� ��� � ������ ������ ���� ��

��� ,�� ,�� ���� � ������
 ���� �� ��� ������� ��� ���� ������ ��� �  ����

 ����� ������� ����� �� ,����� ������
 ������ ���� � ������ ������� � �������� ��I�����

�������
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 ��� ����� ��� ���� ��� ������� ������� ������ ���� �������� ������ ������ �����  �
������ ��

�� �� �� �� �� � � � � � � � � � �����

�� � � � � � �� �� � � � � � ��  �������
������� �������

����� ������ ������ ����� ��� ��� ������� ����  �
?������� ����� ������ ��� ������� ����� ���� ��  �

��

 ����� ����� ���� ��� ��������� ��� ������ ������� ���� ������ ������ ������ �����
:������ ������ �� ��� ��� ��� �� ��� �����

 �����
������

 �����
������

 �����
������

 �����
����

����� ���
�������

��� ��� ��� ��� ���� − ����
��� ��� ��� ��� ���� − ����
��� ��� ��� ��� ���� − ����
��� ��� ��� ��� ���� − ����

����� ������ ������ ����� ��� ��� ������� ����  �
?������� ����� ������ ��� ������� ����� ���� ��  �
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á«æeõdG π°SÓ°ùdG π«∏–  :3-3

������ ١
• �������� ������� ����� ����� ������ � �����
• ��M�� ����� ���

������ �������� �������  ٢
�������� ������� ����� ����� ������

�������� ������  ٣
��Data Show� U���� ���� − �����

�������  ٤
 F� ��� �� �������� ������� �� ��M�� �� ��I�

 �� ������ ��� �M�� ������� ������ ����� ��� ,����
���M� ������� �� ������ ��

���������
�����������������

�������  ٥
 ������ ����� �� ,������� ������� ����� ����� ������

������� ������ � ������ �� F��� ��� �� ��M�� �������
������ ���� ���� ����� �� ������� ,� ������ ���� � ����

������� ����� ,� = � ������� ����� ,��� = �
 ���� ��� ���������� �� ��� ����� ���M�� ���M� ���

�� � � + � = � :�M�� ������� ������
^� �i^� �i − ^� � �i�

�^� �i − ^�� �i�
 = �

:�� ��� � � − � = �
 � �

�  = � ,  � �

�  = �

º∏©àJ ±ƒ°S
•   �����  ������ 

 �������  �����
��������

•   �����  ���� 
�M��

������� ���� ����
������ ����� ���� ������� ���������� ��� �� ������ ��� ���I� ���� ����� ����
 ���� �� ����� ��� ��� ������ ��� ������ ���� ������� ���� ������ ��� ��M�� ��� ���

������

� � � �� � � � � �� ��  ����� �� ������� ���
���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ������� �����

?� , � ��������� ��� ���� ���� ��  �
���� U������ ���� �� ���� :������  

�������� F� ������ ����  �
,� ����� ���� ������ ��� ��M�� ��� ��� ���  ��

?������ ��� ������ ���� ������� ��� ������� ���  

Equation of Time Series  ������� ������� ����� ������ ������
 ������� ���� �������� ����� ��� , ������� ����� �� ���� ��� �� ������� ������� ����� ������

����� ���� �������� ���� ���� �� ����� ���
�������� �F� ������ ����� ����� � ����� �������

 ��� �� ������� ������� ����� ������ ������ ����� ����� ����M�� ������ ��� , ����� ��� ���
 ��� ������� ���� ��� ����� ��� ������ �� ���� ,����� ������ ��� �������� ������� ��� F���

����M� ���� ��

������� ������ �����

Analysing Time Series

٣-٣

��

��

�� ���
�−�

������� ������ �����

Analysing Time Series

������� ������ � ��������
.       ( )     ( ) :     (١)

( )  
( )    ,

.         ( � )  
     (�)  

          ( �� )  
.( )      ( )        (٢)

( ) 

( )    

.         ( � )  
.              ( � )  

 =      (��)  
               (٣)

 

.         (�)  
     (�)  

     (��)  
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�� � � � �  �������
� � ��� � ����
� ��� ��� � ����
� ���� ���� � ����
� ��� ��� � ����

�� � ��� � ����
�� � ��� � ����
�� ��� ��� � ����
�� � � � ����

��� = �� ����� = � � ���� = � �� = � �������

 �� ��� � − �� � ��
��� � − ��� ��

 = �

���������� − ��������
��� − ������  = �

������ ≈ �
� � − � = 

��� = � 
�  = �  ,  ������ = � 

�  = �  
��� × ������ − ������ =  

������ =  
 :�� ����� ������ ������  `  

� �+  = �  
� ������ + ������ = �  

�� = � ��� �� ,���� ��� ������ ������� ��� ����� ����  �
�� × ������ + ������ = �  

������ = �  
������� = ���� × ������� ������� � ����� � ��� �� ���� ��� �����  

��

 �� �������� ���� ������� ���� ,����� ������� ���� ���
������ ��� ��I �� � ��� ����� ���� ���

= �M�� �����
 ����� ������ ��� ���� ������  − ������� ������|

|������� ������� �����
|�� − ��| : ��� ��� ����

��� ����� �
 ��� �� �� ���� � ������ ����� ��� ����� ����

����� ��� ��� ����
 ������ ���� ,������� ������� ����� ����� ������ ����

������� ����� ,� �� ���� ,��� �� ���� :�����
 ������ ����� ������ ����I �� ������ � �����

��������
 ������� ��� ��� ,�� = � ������ �� ���� ��� ,��� �
����� ��� �� ����� �� ���� ��� ����� �� �� � �����

��� ,��� ������ �
 ��� ������ ����� ����� ������ ���� ���� ���M�

��M�� ����� ����� ��������

������� ������� ����� ����� ������ ���� ������ ���M��
 ������ ,��� ������ ��� ����� ������ ���� ����� ������ �������� ��� ����� ��� ����  �

��� ����� ,� ������ ������� ������ �� ,� ������ �������
:��� ���� ��� ��� � ,  ������� ��� �����  �

 �� ��� � − �� � � �
��� � − ��� � �  = �  

� 
�  = �  ,  � 

�  = �  :���  � � − � =  

� � +  = �  :������ ����� ��� ���� ����� ������ ������  �
�� ���� ���� ��� � ����� ������ ������  �

:�M��� ����� ����  �
 |������� ������� ����� ������ ������ ���� ���� ������ − �������� ������| = �M��� �����  

�|�� − ��| : �� ��� �����

���� ��� ��� ���� ��� �� ,�� ���� �� ����� ������ ������� ��� ������ ������ �����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �������
� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ����� ������� ���

����� �������� ������ �� ������ ������� ���� ����� ������ ������ ����  �
���� ��� ������� ��� ����� �� � ���  �

���� ��� ������� ��� �� �M��� ����� ����  ��
:���

� ������ ���� ���� ,��� ������ ���� ������ ����� ����� �� ���� ��� �����  �
� ������ ���� ������ ���� ��� ��� ������ �����  

��



��

� � +  = �  ��
������ = � × ������ + ������ = �����  

 ������ = |������ − ���| = �M�� �����  
� ���� ��� ≈ ����� = ���� × ������ ����� ��� � �M�� ����� �� ��  

 ��� ���� ��� �� �� ���� �� ����� ������� ���� ������� ��� ������ ������ �����  �
���� ���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �������

���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
 ���������� ���
��� �������

������ ������ ������ ����  �
���� ��� ������� ���� ������� ��� � ���  �

���� ��� �M��� ����� ����  ��

���� ��� ��� ���� ��� �� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ������� ������ ������ �����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����

�� �� �� �� �� �� �� �� �������
��������� ������

������� ����� ������ ����� ������ ������ ����  �
���� ��� ������� ���� � ���  �

���� ��� �M��� ����� ����  ��

��

��

�������� ������ � ��������

       ( )   ( )   :      (�)
.(  )

( ) 
  
( )  

.         ( � )  
       (�)  

     (��)  
:    (�)

( ) 
,,,,,,  

    ( � )  
     (�)  

      ( �� )  

F����  ٦
 ����� ����� ������ ���� ��� , ��� ,��� ������ � ����

�������� ������ � ������� �������
�������� ������ ��M��  ٧

 ������� �� ��� ��M�� ������ �� ������ ,� ��� ���� �M�
������ ���� ���� ������ ���� ��� ���� ����� ���� ��
 ��� ��� ,��� = � �� ���� ��� ���� ��� :����� ��

�� = � ,�� = � ��� ���� ����
�������  ٨

 ��M��� ��� �� ����� ����� ���� ��� ��M�� ����
����� ����� �����

��� ������
,� = � �� ��� ���� = � ��� ���� ���  �

?���� = � ?���� = � :��� ��� ����
?���� = �

,��� = � ��� ��� ���� = � 
,� = � ��� ��� ���� = � 
� = � ��� ��� ���� = � 

,��� − � ��� = � :�� ������� ���� ���  �

����� ��� � � ����
� = � �� ���� ���� = � 

� = � �������� � ���� 
���� = ���− ������ = ����� 



��

|����� − �����| = �M�� �����  `  
|������� − ��| =  

 ������ =  
������� ����� = �M��� �����  `  

������ � ��� ����� ����� ��� ����� ������ ������  �

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����
�� �� �� �� � � � ������� ���

�������� ���� ����� ������ ������ ����  �
���� ��� ������� �������� ������� ����  �

���� ��� �M��� ����� ����  ��

���� ��� ��� ���� ��� �� ����� ����� �������� ����� ���� ����� ����� ������ ������

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����
��� ��� ��� �� �� �� �� ��� ����� �������� ���

������� ������� ����� ������ ������ ����  �
���� ��� ������� �������� ��� � ���  �

���� ��� �M��� ����� ����  ��

��

:���
������ ����� �� ���� ��� �����  �

�� � � � �  �������
� � �� � ����
� �� �� � ����
� �� �� � ����
� �� �� � ����

�� �� �� � ����
�� ��� �� � ����
�� ��� �� � ����
�� ��� �� � ����

���= �� ��� = � � ��� = � �� = � �������

������ = ���
�  = �

�  = �  ,  ��� = ��
�  = �

�  = �  ,  � = �  

  ��� × �� − ��� × �
����� − ��� × �  =  �� ��� � − �� � ��

��� � − ��� ��
 = �  

������ ≈ ���
��� =  

������� = ��� × �������� − ������ =   � � − � =  
:�� ����� ������ ������  `  

 � ������ + ������� =  �  
�� = � ��� ���� ��� ������� ����  �

�� × ������ + ������� = �����  `  
����� ��� ������� =  

�� = �����  ���� ���   ��
� × ������ + ������� = �����  

������� =  

��

����� ������  ٩
�������� ���� �����

������− =  � � �
���� ������ ��� U����� ����  

� ������� − ��������� = �  ���
������ � ���� ������ ��� ���� ������ ≈ �  ����

��� �� �����
� � �  ١
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����
����
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����
����
����
����
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���

� ���
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 ���� ���� ��� �� ������ �� ����� ����� ������� ���� ������ � ���� ������ ������  �
���� ���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� �����
��� ��� ��� ��� �� �� �� ��� ����� ��������

:����  
��������� ������ ��� �������� ����� ������ F� ������  �  

���� ��� �������� �������� ������  �  
���� ��� �M��� �����  ��  

��

:���
������ ����� �� ���� ��� �����  �

�� � � � �  �������
� � �� � ����
� �� �� � ����
� ��� �� � ����
� ��� �� � ����

�� ��� ��� � ����
�� ��� ��� � ����
�� ���� ��� � ����
�� ���� ��� �� �������

������� ≈ ���
�  = � 

�  = �  ,  � = ��
�  = � 

�  = � , � = �  

��� × �� − ���� × �
����� − �� × �  =  �� ��� � − �� � ��

��� � − ��� ��  = �  

���� =  
 � × ���� − ������� =   � � − � =   `

������� =   
 � � +  = � :�� ����� ������ ������  `

� ���� + ������� = �  
� = � ��� �� ���� ��� ������� �������� ��� �����  �

� × ���� + ������� =  �  
�������� =  �  

������ ��� ��� ����� �� ���� ��� ������� �������� ��� �����  
� × ���� + ������� = ����� , ��� = �����  ��

�������� =    
 |�������� − ���| = |�����  − �����| = �M��� �����  

������� =    
������ ��� �� ����  

��

������� ����� � ����� �����  
�������� + � ���� = �  

�� = � �� ���� ���� ���  ���
���� ≈ ��������� = ����� � ���  

������ = �����  ����
| �����  − ���� � | = �M�� �����  

�� ≈ ������� =  
� ������ + ������ = �  � � �  ٢

������  ���  
������  ����  

� ������ + ������� = �  � � �  ٣
��������  ���  

������  ����  
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������ �� �����
������� ������ �����

� � �
�������� ���
� �����������

� ���������������

� ������������ ����

� ������� ������ ����

� ������� ������ �����

� ������� ���� ��� �����

� ������� ���� ��� �����

� ������� ���� ��� �����

� ������� ������ �����
�� = �= �

� ��� ���
= � �

�� ��� ���
= ��

���

�� ��� − � �� ��� = �  ���
�� = � ��� ���� ���������� = �  

� ��� ��� = ������
���� �  

��� ��� = ������
�����  ����

| ������ − ��� ��� | = �M�� �����  
�� ��� =   

:��� �� ��������  ,  �� = �  ,  ���� ��� � ����  ��
 ������ ≈ �����  

:���� ���� �M��� ����� ����  �
�� ����� = |����� − �����| = �M��� �����  

�� ��� ≈  
�� ����� �� ��� ������� �M��� �����  

������ �����
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 �� �������� �� ������ �� ��� ��� ����� ��� ���� ��� �� ������ ����� �� �����M��� ����� ��M� ������ ��������� ����
������� ������� �� �����M��� ��� ����� ����

�������� F��� ������� ����� �� ���M���� � ������� �������� ��� ������� �� ��� ����� � ���  �
?���� ��� �� ������ ����� �� �����M��� ������� ����� �� ��  �
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�������� F��� ������� ����� �� ���M���� � ������� ����� � ���  �
������ ������ ������ ����  �

 ���� ���� ������ ��� � ���  ��
���� ��� �M��� ����� ����  �

:����
���� ���� �M��� ����� ������� ,������� ������ ������ ��� �������� ��������� ����

:������ ����� ��� ���� �� ������ ������� F��� �� ��������� ������  �
�� � � � �  �������

� � �� ��� � ����
� �� ��� �� ��� � ����
.... .... .... ....

....

��� ��� ��� ��� ��� �� ����
� ��� = �� �� ��� ��� = � � � ��� ��� = � ��� = � 

:����� ������ ������
��� ����� + �� ����� = �  �� ����� = �  ,   �� ����� =  �
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.(  - )       

(�) ����� ����������
(�) ��������
�������� ����

����������

= � ( )

��� ��� ���  ��  �  �  

= � ( )

��� ��� ���  ���  ��  ��  

= � ( )

�,�-  �,�  �,�  �,�-  

=  ( )

�,�  �,�  �-  �  

:�� ����� ������ ������ ( )

��,� + �,� = %%�   ��,� + �,� = %%�   
�� + �,� = %%�   ��,� + �,� = %%�   

 ����� ������ ���� (���� - ����) ������� ������� ������ ��� ������ ��� ����� ������� �����  ( )
:��� ���� ������� �������

������ ��� �����  ������ ��� �����  
 ��� ��� ���� ���  ������ ��� ����� �� �����  

���������

��

��

��

��

���� ���� ����

������ ���
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.             ( - )  

:(��-�) �������� �� ������ ������ ������ ������

(�) ����������
����������������

  �� = �  ( )

  �� = �  ( )

  ��� = �  ( )

  � = �  ( )

  ��� = �  ( )

  �� = ��  ( )

  � ��� = � �  ( )

  �,� = �  ( )

  ���,� =  ( )

  ���,� + ��,� = %%�  : �� ����� ������ ������  ( )

  ��� �� � = � ����� � �����  ( )

  .�������� ���������� ������� ������� ����� �  ( )

  .����� ��� ����� ����� ���� ���� �� ������� �������  ( )

  .������� �������� �� ��� ���� ������ ������� ������� �����  ( )

  .��� �� ���� ���� ������ ������� ��������  ( )

 ������
�������

 �������
�������

 ����
������� �������

 ����
������� ������

 ������ ������
����� ��������

�����

 ������
������

 ������
�����

��� �����

 �������
��������

����
•  ������ ������ ���� � �� ����� ������ ��� ����� �� ������� �������
•  ��������� ������ U����� F��� ���� ����� F�� �� ������� ������� ������� ������
•  ������ �� ����I � ��� �� ������� ����� ���� ����� �� ����� �����
•  �� ��� ����� �� �������� �� � ������� ���� �� ���� ������� ����� �����
•  ���� �� ��� �� ��� ���� ����� �� ������ ���� ��� ������� � ����� ����� �� ������� �������
•  ���� �� ���� �� ���� ����I ��� �� ����� �� ������� �������
•  ������� ���� ���� �� �� ������ ������ �� ���� ������ ����� �� ������� �������
•  :�������� �M��� ���������� ����� ����� ������� ���� ������ ����� � ������ ����� ����� ������

� � +  = �    

� � − � =     ,   a� ka� k − a� � k �
�a� k − a�� k�

 = �  :���  

������� ������ ������ FM��

��

��

  

 

.����� � ��� ��� ������������ ������ �� ��� �� (�) ����� ����� ������ ������ �����  ( )

(�) �������������������������������������

(�) ������ ������������������������������������

.�������� ����� ������ ������ ����  (  )  
���� ��� ������ ����� �� � ���  ( )  
���� ��� ����� ����� ����  ( )  

: ����� ��� ��� ���� ��� ������ �� �������� ������� �������� ���� ���� � ����  ( )

(�) ������������
(�) �����������������������������  

.�������� ����� ������� ������ ����  (  )  
�� = � ��� �������� ���� � ���  ( )  
� = � ��� ����� ����� ����  (  )  

 ��� �� ����� ��� ��� ◊ �������� ������ ����� ����� (�) �������� �����  �����  ���� ���  ������ �����  ( )
���� ��� ���� ����

(�) ���������������������
 (�) ����� ������,��,���,���,�  

.�������� ����� ������� ������ ����  ( )  
���� ��� ������ ����� �� � ���  ( )  
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:         ,  +  ,  = %%   
           

:         ( )
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:               ( )

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
( )   

.           (  )  
.       ( )  

 =    =      ( )  
:             ( )

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
( )   

.        (  )  
.        (  )  

.      (  )  
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�−� �� ���  �������
 ������� ����� � �������

���� = α� � � ��� ������ ������ �� ����� � ���� ,����� = ����
�  = α − ��  � � �  ���

������ ,������ ������� �� ����� � ��� ������ ������ ,���� = ����
�  = α − �

�  ���  
����� = ���� + ����

�  = α� � � ���   
������ ,������ ������� �� ����� � ��� ������ ������ ,���� = ����

�  = α − �
�  ����  

����� = ���� + ����
�  = α� � � ���   

������ ,������ ������� �� ����� � ��� ������ ������ ,���� = ����
�  = α − ��  � � �  

����� = ���� + ����
�  = α� � � ���   

���� = α� �   ∴   %�� ����� �����   ∴ � � �  ���
σ

�F × α� � = �� �M�� ����   ∴   ������ σ   ∴   
���� = �� × ���� = ��F

��F × ���� = ��   ∴   
������ ,������ = ��� + � , �� − �� �� ����� ���  ���  

����  ���  �����  ���  ����  �����  ���  =  ��  ����  ����  ���  �������  ����  ���  ������  ���  ����  
�������� ������� μ ����� F������ ������� ������ ��� ��� �� �� ������ �����

������ � ���
� ���F × ���� = σ

�F × α� � = �� , ���� = α� �  � � �  ���
������� ,������� = ��� + � , �� − �� �� ����� ���  ���  

���  �����  ���  ����  �����  �� ���  =  ��  ����  ����  ���  �������  ����  ���  ������  ���  ����  
�������� ������� μ ����� F������ ������� ������ ��� ��� �� �� ������ ����� ����

������ � ����F
��F  × ���� = σ

�F × α� � = �� , ���� = α� �  � � �  ���
������� ,������� = ��� + � , �� − �� �� ����� ���  ���  

����  ���  �����  ���  ����  �����  ���  =  ��  ����  ����  ���  �������  ����  ���  ������  ���  ����  
�������� ������� μ ����� F������ ������� ������ ��� ��� �� �� ������ �����



��

������ � ���
��F × ���� = u�F × α� � = ��   ∴   �� < � ,����� �� σ ,���� = α� �  � � �  ���

������� ,������� = ������� + ��� ,������ − ���� �� ����� ���  ���  
 ����� ���� ��� ����� ��� ���� ����� ��� = �� ���� ���� ��� ������� ���� ��� ������ ���  ����  

�������� ������� μ ����� F������ ������� ������ ��� ��� �� �� ������
�� ����� ������   ∴   �� ≥  � ,����� �� �σ   ∴ � � �  ���

�� = � − �� = �� − �� ����� �����   ∴   �� = �   ∴   
����� = α  ⇐  ���� = α − �   ∴    %�� = α − � ����� �����   ∴   

����� = ������ = α� � ���� ���� � ����� ���� �� ,����� = α
�    ∴   

������ � ���
��F × ����� = u�F × = α� � = ��   

�������� ,�������� = ��� + � , �� − �� �� ����� ���  ���  

 � ������� ����� � �������
����� = ��

��F × ���� = σ
�F × α� � = �� ,���� = α� �  � � �  ���

������� ,������� = ��� + � , �� − �� �� ����� ���  ���  
 ����� ���� ��� ����� ��� ���� ����� ��� = �� ���� ���� ��� ������� ���� ��� ������ ���  ����  

�������� ������� μ ����� F������ ������� ������ ��� ��� �� �� ������
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���� ������ ��� :U������ ���  ,  ������ −   ���
���� ������ ��� :U������ ���  ,  ������ −   ���

����� ������ ��� :U������ ���  ,  ������ −   ���
���� ������ ���I :U������ ���  ,  � =  ���

�F���� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���

 � ������� ����� � �������
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 � � �  ���

���M� ������� ,��� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���  
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������ F��� ������ ��� �� ��M� ���� ���� � ��� ,��� ������ ���I :U������ ���  ,  ������ � �  ���
 ������ ������ ���� �� ��M� ���� ���� � ��� ,��� ������ ��� :U������ ���  ,  ������ − � �  ���

�������� ����

��� � �

��

���

 ���

�� ,� �� ����� ��M� ���� ���� � ��� ,��� ������ ��� :U������ ���  ,  ������− � �  
���� ������ ���I :U������ ���  ,  ������ � �  ���

���� ������ ���I :U������ ���  ,  � = �  ���
���� ������ ��� :U������ ���  ,  �− = �  ���

����� ������ ���I :U������ ���  ,  ������ � �  ���

�−� �� ���  �������
 ������� ����� � �������

�������� + ������ = �  ���
������� + ������� = �  � � �  ���

�� × ������ + ������� = ���  ���  
�������� =   

������� + ������− = �  � � �  ���
�� × ������ + ������ −= ���  ���  

������� =    
������ =  ��� − ���  = �M�� �����  ����  
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�������� ����� � �������
������� − ������� = �  � � �  ���

� × ������ − ������� = ��  ���  
 ������� =   

�� ������ ��� � ���  
������� + ��������− = �  � � �  ���

������� = �������  
������ =  ������� − ���  = �M�� �����  ����  

������ =  ������� − ��  = �M�� �����   
�� = �  ���

������� − ������ = �  ���
������� + ������ = �  � � �  ���

�� × ������ + ������ = ���  ���  
������ =   

� ���� ����� ��� � ���   

������� ������ ������
����� �����
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� � ��

 � � �  ���
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����� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���  
������   � � �  ���

�������� + ��������� = �  ���  
����������  = ����  ����  

�������� =  ���������� − �� ���  = �M�� �����  � � �  
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 � � �  ���

�����I ��M� ����   
������   ���  

������� + ������� = �  ����  
������� = ���   

������ =  ������� − ��  = �M�� �����  � � �  
������� + ������� = �  � � �  ���

� × ������ + ������� = ��  ���  
������� =   

� �� ���� ����� ��� � ���   
�� + � = �  ���

� − � = �  ���

�M��� ���� ����
� � � ���  � � � ���  � � � ���  ��� ���  � � � ���
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� =  � � �  ���

�

�

�

�

�

�

� � � ��

 ���  

� �� = �  ����  
���� = ��� × �� = �  � � �  

� =  �
�  − ��  = �M�� ����� � ��� � ��� ,��� U������  ����  

�− =  � � �  ���

��−�− �

�
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�
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�

 ���  

� − � = �  ����  
��� = ��� − � = �  � � �  

� = �M�� ����� � ��� � ��� ,��� U������  ����  
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������   ���  
������� + ������ = �   

������ =  ������ − �  = �M�� �����  ����  
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������� ����� ��M� ����
����� ������ ������  �     ,  ����� ������  ������−  �  ����  

����� + ����− = ''�    ,    ����� − ��� = '�  � � �  
���� =  ���� − �   = �M�� �����    ,    ���� = � × ���� − ��� = �'�   

���� =  ���� − �   = ��M�� �����    ,    ���� = � × ���� + ����− = �''�  � � �  
���� =  ���� − ���   = ��M�� �����  
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���� + ���− = �  � � �  ���
������ �� ��� �� ������� ��� � ���  ,  ���� = ��� × ��� + ���− = ����  ���  

����� ������ ��� :U������ ���  ,  ������−   ���
���� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���

�F���� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���
����� ������ ���I :U������ ���  ,  ������   ���
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�−� �� ���  ������� ������ ����
 ������� ����� � �������

������� − ������� = �  � � �  ���
����� � �� × ������ − ������� = �����  ���  

������ =  � − �������  =  ����� − �����  = �M�� �����  ����  
������ =  �� − �������  =  ����� − �����  = �M�� �����   

 � � + � = �  � � �  ���
������� + ������ = � ∴   
� × ������ + ������ = �  ���  

�������� �� �� ������� =   
� × ������ + ������ = ���  ����  

������ =   
 |������ − �| = �M�� ����� ∴   

������ =    
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������� + ������� = �  � � �  ���
������� = � × ������ + ������� = �����  ���  

������ =  �� − �������  =  ���� � − �����  = �M�� �����  ����  

 � ������� ����� � �������
������� + ������� = �  � � �  ���

������ = � × ������ + ������� = �����  ���  
����� =   �� − ������  =  ����� − �����  = �M�� �����  ����  

��������� ��� ��� ���� �� �M�� ����� �� ��   
������� − ������ = �  � � �  ���

������ = � × ������ − ������ = �����  ���  
������ =   ��� − ������  =  ����� − �����  = �M�� �����  ����  

������� ������ ������
����� �����

�������� − ��������� = �  � � �  ���
�������� = � × ������� − ��������� = �����  ���  

��������� ����� � ��� ���� �� ���� ��� �����   
��������� =  ���� − ���������   =  ����� − �����  = �M�� �����  ����  

��������� ����� � ��� ���� �� �M�� ����� �� ��   
��� + �������� = �  � � �  ���

�������� = �� × �� + �������� = ���  ���  
��� ���� ������� ����� �� ��   

������� =  ��� − ��������  =  �� − ��  = �M�� �����  ����  



��

����� + ���� = �  � � �  ���
����� = � × ���� + ���� = �����  ���  

����� �� ��� × ����� �� � ���� ���� ��� ����� ����� �� ��   

�M��� ���� ����
� � � ���  ��� ���  ��� ���
� � � ���  ��� ���  � � � ���
� � � ���  � � � ���  ��� ���

��� ����  ��� ����  � � � ����
� � � ����  ��� ����  � � � ����

���� ����  ��� ����  � � � ����
��� ����  ��� ����  � � � ����
� � � ����  � � � ����  � � � ����

������� �����
������� − �������� = �  � � �  ���

�������� = �� × ������ − �������� = ���  ���  
������� ��� ���� ��   

������� =  ��� − ��������  =  �� − ��  = �M�� �����  ����  
������� =  ��� − ��������  =  �� − ��  = �M�� �����   

�������� + �������� = �  � � �  ���
�������� = �� × ������� − �������� = ���  ���  

���� ���� ������� ��� ��   
�������� =  ��� − ��������  =  �� − ��  = �M�� �����  ����  




